
NOTE DI GEOMETRIA AFFINE ED EUCLIDEA

NICOLA SANSONETTO

1. Introduzione

Questi appunti delle Lezioni di una parte del modulo di Elementi di Geometria per il corso di Algebra Lineare
con Elementi di Geometria1 sono basati sulle note [Spera–1, Spera–2] del prof. Spera che ha tenuto il corso dal
2006 al 2012.

Queste Note sono in continuo divenire e sono adattate ad una parte del modulo di Elementi di Geometria del
corso Algebra Lineare ed Elementi di Geometria del corso di Laurea in Matematica Applicata dell’Università
degli Studi di Verona e possono contenere molte lacune ed errori di cui mi assumo tutta la responsabilità.

2. Definizioni e costruzioni iniziali

Definizione. Uno spazio affine modellato su un K–spazio vettoriale V è una terna (A, V,+), in cui

• A è un insieme non vuoti i cui elementi sono detti punti;
• V è un K–spazio vettoriale;
• + è un’operazione

+ :A × V −→ A
(P,~v) −→ P + ~v

tale che
1. (P + ~v) + ~w = P + (~v + ~w), per ogni P ∈ A e per ogni ~v, ~w ∈ V ;
2. per ogni coppia di punti P,Q ∈ A esiste un’unico vettore ~v ∈ V tale che

Q = P + ~v .

In particolare
P + ~v = P ⇔ ~v = ~0 .

Notazione. Spesso denoteremo uno spazio affine semplicemente con A. Inoltre dalla proprietà 2. della
definizione precedente un vettore ~v è formalmente dato dalla “differenza di punti”:

~v = Q− P oppure da ~v = PQ .

Si definisce dimensione di uno spazio affine (A, V,+), la dimensione dello spazio vettoriale modellante V .

Introducendo il concetto di sistema di riferimento è possibile utilizzare il formalismo delle coordinate già
noto dalla teoria degli spazi vettoriali.

Definizione. Fornire un sistema di riferimento in uno spazio affine (A, V,+) significa fissare un punto O ∈ A
detto origine ed una base B = {~b1, . . . ,~bn} di V . Fissato un sistema di riferimento R = {O,~b1,~b2, . . . ,~bn}, le

coordinate affini di un punto P di A sono la n–upla (x1, . . . , xn) ∈ Kn tale che P −O(= OP ) = x1
~b1 + . . .+

xn~bn, ossia le coordinate del vettore P −O rispetto alla base B.

Esempio 1 (Spazio affine associato ad una spazio vettoriale). Ogni spazio vettoriale V può essere pensato come

spazio affine su sè stesso A(V ). È sufficiente interpretare gli elementi di V sia come punti sia come vettori.
La differenza sostanziale tra V e A(V ) è che in V l’origine di ogni sistema di riferimento è necessariamente il
vettore nullo, mentre in A(V ) l-origine può essere posta in qualsiasi punto.

Date: 1 maggio 2016.
1Corso di Studi in Matematica Applicata, Università degli Studi di Verona, A.A. 2012/2013.

1



introduzione alla geometria affine ed euclideo

Esempio 2 (Spazio affine standard). Dato un campo K, consideriamo il K–spazio vettoriale Kn delle coordinate
e lo spazio affine su sè stesso A(Kn). Tale spazio ha dimensione n e possiede un riferimento canonico dato
dall’origine (0, . . . , 0) e dalla base canonica {~e1, . . . , ~en} di Kn. Ora x1 ~e1 + . . . + xn ~en ∈ Kn ha coordinate
(x1, . . . , xn) sia che venga interpretato come punto che come vettore.

Tali esempi inducono a tenere bene a mente l’esempio chiave, fondamentale nella nozione di spazio affine: lo
spazio della geometria euclideo classica, cioè, lo spazio vettoriale geometrico S.crossref

Definizione. Sia (A, V,+) uno spazio affine e W ≤ V un sottospazio vettoriale di V . Una sottovarietà
lineare o sottospazio affine, passante per P ∈ A e di spazio direttore W è il sottoinsieme di A

L = P +W = {P + ~w| ~w ∈W} ,

la cui dimensione coincide con quella di W . Si pone per definizione che ∅ sia sottovarietà lineare di A e
dim ∅ = −1.

Se (A, V,+) è uno spazio affine di dimensione n:

• A ⊆ A è l’unico sottospazio affine di dimensione n;
• i punti di A sono le sottovarietà lineari di dimensione 0;
• le rette sono le sottovarietà lineari di dimensione 1 e lo spazio direttore W è anche detto direzione della

sottovarietà;
• le sottovarietà lineari di dimensione 2 sono dette piani, (lo spazio direttore W è detto giacitura nel caso

vettoriale geometrico);
• le sottovarietà lineari di dimensione n− 1 sono dette iper–piani.

Si noti che date due sottovaietà lineari L1 = P1+U1 e L2 = P2+U2, la loro unione insiemistica, analogamente
a quanto avviene per i sottospazi vettoriali,2 non è in generale una sottovarietà lineare, mentre la loro intersezione
è ancora una sottovarietà. Indichiamo con L1 ∨ L2 la più piccola sottovarietà lineare di A contenente sia L1

che L2, detta anche sottovarietà generata da L1 e L2:

L1 ∨ L2 = P1 +W = P2 +W con W = U1 + U2 + 〈P2 − P1〉.

Esempio 3. Consideriamo lo spazio affine due dimensionale reale A(R2) = A2, detto anche piano affine reale.
Siano L = P + 〈~w〉 = (0, 2) + 〈[1 1]T 〉 e M = Q + 〈~u〉 = (−1,−1) + 〈[1 − 2]T 〉 due sottovarietà di A2.
Osserviamo che L e M si intersecano nel punto R, cioè in un sottospazio di dimensione 0, mentre L∨M è tutto

Figura 1.

A2:

L ∨M = P + 〈~w + ~u〉+ 〈Q− P 〉 = (0, 2) + 〈[1 1]T + [1 − 2]T 〉+ 〈[−1 − 3]T 〉 = A2 .

2Si ricordi che, da un punto di vista affine, i sottospazi vettoriali sono sottovarietà lineari passanti per l’origine.
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3. Equazioni parametriche e cartesiane

Analogamente a quanto accade per gli spazi vettoriali, il fissare un sistema di riferimento permette di
caratterizzare le sottovarietà lineari mediante equazioni parametriche e cartesiane.

Si fissino un sistema di riferimento R = {O,~b1, . . . ,~bn} di uno spazio affine An, e una sottovarietà lineare
L = P + W di A. Siano {~w1, . . . , ~wk} un insieme di generatori per lo spazio direttore W e (x1, . . . , xn)
le coordinate affini di P rispetto alla base B e (wj,1, . . . , wj,n) le coordinate di ~wj rispetto alla base B. Le
coordinate affini (X1, . . . , Xn) di un generico punto X di L soddisfanoX1

...
Xn

 =

x1

...
xn

+
∑
j=1k

αj

wj,1...
wj,n

 o in forma compatta X = P +
∑
j=1k

αj ~wj ,

da cui si ricavano le equazioni parametriche di L rispetto a R:

X1 = x1 +

k∑
j=1

αj wj,1

...

Xn = n1 +

k∑
j=1

αj wj,n

con αj parametri.3 Per equazioni cartesiane di L si intende un sistema lineare nelle incognite X1, . . . , Xn, le cui
soluzioni siano tutte e sole le n-ple delle coordinate dei vettori P−O al variare di P in L. Le equazioni cartesiane
si ottengono dalle equazioni parametriche eliminando i parametri. Viceversa, le equazioni parametriche si
ottengono dalle equazioni cartesiane risolvendo il sistema dato dalle equazioni cartesiane.

Esempio 4. Si considerino il piano affine reale A2 in cui è scelto un punto origine e come base di R2 si prenda la
base canonica E = {e1, e2}. Si considerino poi la retta r per P = (1,−1) e di direzione definita da ~w = [2 3]T ,
e la retta s per Q = (0, 2) e direzione definita da ~u = [−1 2]T . Equazioni parametriche per r.

Figura 2.

r :


X1 = 1 + 2α

X2 = −1 + 3α

←→ X = P + α~w α ∈ R.

3Sottolineiamo che tali equazioni dipendono dalla scelta del sistema sistema di riferimento e del punto P su L.
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Otteniamo l’equazione cartesiana di r eliminando il parametro α. Dalla prima equazione α = X1

2 −
1
2 , sostituendo

nella seconda si ricava X2 = −1 + 3
(
X1

2 −
1
2

)
= 3

2X1 − 5
2 , cioè

r : 3X1 − 2X1 − 5 = 0.

Analogamente le equazioni parametriche per s:

s :


X1 = −β

X2 = 2 + 2β

β ∈ R

e l’equazione cartesiana
s : 2X1 +X2 − 2 = 0 .

L’intersezione R = r ∩ s è un punto (sottospazio di dimensioni 0), che si ottiene determinando le soluzioni
del sistema lineare4 tra le equazioni di r e di s. (Poniamo come costume X1 = x e X2 = y.)

• Usando le equazioni cartesiane

r ∩ s :


3x− 3y − 5 = 0

2x+ y − 2 = 0

ritroviamo un noto e semplice sistema lineare.
• Usando le equazioni parametriche

r ∩ s :


x = 1 + 2α

y = −1 + 3α

x−−β
y = 22β

Sostituendo si ha

r ∩ s :


1 + 2α = −β

− 1 + 3α = 2 + 2β

−→


β = ...

α =
1

7
per cui, sostituendo il valore di α appena trovato nell’espressione parametrica di r si ottiene il punto intersezione
R =

(
9
7 ,−

4
7

)
.

Osservazione. Osserviamo che, se come sistema di riferimento scegliamoR′ = {P, ~w, ~u}, allora le equazioni parametriche
e cartesiana di r sono, rispettivamente

r :


x = α

y = 0

e r : y = 0 .

3.1. Spazio affine 3–dimensionale. Consideriamo lo spazio affine standard 3–dimensionale reale A3 e descri-
viamone i sottospazi di dimensione 1 (le rette) e quelli di dimensione 2 (i piani), determinandone le equazioni
cartesiane e parametriche. Ricordiamo che una sottovarietà lineare è univocamente determinata assegnandone
un punto e lo spazio direttore, ossia

• per le rette
r : R = R0 + 〈~w〉 ;

• per i piani
π : P = P0 + 〈~w1, ~w2〉 .

Da tali espressioni è immediato ricavare le equazioni parametriche in forma vettoriale:

• per le rette
r : R = R0 + λ~w , λ ∈ R;

• per i piani
π : P = P0 + λ~w + µ~u , λ, µ ∈ R \ {0}

4Rimandiamo a ... per un’interpretazione geometrica dei sistemi lineari.
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Per componenti le equazioni parametriche di rette e piani diventano, rispettivamente

• per le rette

r :


x = x0 + λw1

y = y0 + λw2

z = z0 + λw3

λ ∈ R ,

in cui R0 = (x0, y0, z0) e ~w = [w1 w2 w3]T ;
• per i piani

π :


x = x0 + λw1 + µu1

y = y0 + λw2 + µu2

z = z0 + λw3 + µu3

λ, µ ∈ R ,

in cui P0 = (x0, y0, z0), ~w = [w1 w2 w3]T e ~u = [u1 u2 u3]T .

Ricaviamo ora le equazioni cartesiane in un esempio. Sottolineiamo in anticipo, che, per ragioni di di-
mensione, un piano sarà individuato da un’equazione lineare, mentre una retta da un sistema di due equazioni
lineari.

Esempio 5. Determinare le equazioni cartesiane del piano π passante per il punto P0 = (0, 0, 1) e di spazio
direttore W = 〈~w1 = [1 0 − 1]T , ~w2 = [0 1 − 1]T 〉 e della retta r per P0 e di direzione ~v = [1 1 1]T .

Sol

Scriviamo le equazioni parametriche delle due sottovarietà:

π : P = P0 + 〈~w1, ~w2〉 =


x = λ

y = µ

z = 1− µ− λ
λ, µ ∈ R, r : R = P0 + 〈~v〉 =


x = α

y = α

z = 1 + α

α ∈ R,

Per scrivere le equazioni parametriche dobbiamo esplicitare i parametri e quindi sostituire. Nel caso della retta
r è semplice: sostituendo la seconda relazione nella prima si ottiene l’equazione x = y indipendente da α,
sostituendo poi la seconda nella terza si ottiene un’altra equazione y − z + 1 = 0 indipendente da α, da cui le
equazioni cartesiane di r:

r :


x− y = 0

y − z + 1 = 0

Per ottenere delle equazioni cartesiane di π è sufficiente sostituire la prima e la seconda equazione nella terza:

π : x+ y + z = 1.

Osservazioni. • Le equazioni cartesiane, cos̀ı come quelle parametriche non sono univocamente determi-
nate. Perché?

• Osserviamo che nello spazio l’equazione di una retta in forma cartesiane si scrive come intersezione di
due piani.

fine sol

Quesito. Si consideri l’esempio precedente. La retta r giace sul piano π?

Figura 3.
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4. Mutua posizione di sottovarietà lineari

Definizione. Due sottovarietà lineari non vuote L = P +W e M = Q+ U di uno spazio affine A si dicono

• incidenti se L ∩M 6= ∅;
• parallele se W ⊆ U oppure U ⊆W ;
• sghembe se L ∩M = ∅ e U ∩W = 〈~0〉;
• complementari se L e M sono sghembe e L ∨M = A.

N.B. Si noti che nel piano due rette non possono essere mai sghembe, mentre nello spazio due piani, e una
retta e un piano, non possono mai essere sghembi.

Proposizione 1. Siano L = P +W e M = Q+U due sottovarietà lineari di uno spazio affine A di dimensione
finita. Allora vale la formula di Grassmann nel caso affine:

(1) dim(L ∨M) ≤ dimL + dimM − dim(L ∩M)

e l’uguaglianza vale se e solo se L e M sono incidenti o sghembe.

Dimostrazione. La dimostrazione della formula di Grassmann affine (1) discende dalla definizione dell’operatore
∨. Ora

dim(L ∨M) = dim(U +W + 〈Q− P 〉).
Se L ∩M 6= ∅ allora Q− P ∈ U +W , quindi dall’usuale formula di Grassmann

dim(U +W + 〈Q− P 〉) = dim(U +W ) + 1

= dim(U +W )− dim(L ∩M︸ ︷︷ ︸
−1

)

= dimU + dimW − dim(U ∩W )− dim(L ∩M)

≤ dimL + dimM− dimL ∩M.

In particolare se L e M sono sghembe vale l’uguaglianza, essendo U ∩W = 〈~0〉.
Se invece, L ∩M = ∅, allora Q− P ∈ U +W e L ∩M = R + (U ∩W ), con R un generico punto di L ∩M.

Allora

dim(L∨M) = dim(U+W+〈Q−P 〉) = dim(U+W ) = dimU+dimW−dim(U∩W ) = dimL+dimM−dim(L∩M).

�

Esercizio 1. Si verifichi che L ∩M 6= ∅ se e solo se Q− P ∈ U +W .

Sol. Se R ∈ L ∩M, allora R = P + ~u = Q + ~w, un ~u ∈ U e un ~w ∈ W . Quindi Q − P in ~w − ~u ∈ U + W .
Analogamente, se Q− P ∈ U +W , allora Q− P = ~u+ ~w, con ~u ∈ U e ~w ∈ W ; il punto Q+ ~w = P~u starà in
L ∩M.

Esercizio 2. Siano L = P +W e M = Q+U sottovarietà lineari di A. Allora L∨M = P +U +W + 〈Q− P 〉︸ ︷︷ ︸
spazio direttore Z

.

Sol. L∨M passa per P , poiché P ∈ L e L ⊂ L∩M. Inoltre lo spazio direttore Z contiene necessariamente W ;
analogamente per Q e U . Poiché L ∩M è sottovarietà e contiene Q e P , allora contiene anche P −Q e quindi
〈Q− P 〉 ⊂ Z. Da cui la conclusione.

Teorema 2. Si considerino uno spazio affine A di spazio direttore il K–spazio vettoriale V e due suoi sottospazi
vettoriali U1 e U2 di V . Siano L1 = P1 + U1 e L2 = P2 + U2 sottovarietà lineari di A, con P1, P2 ∈ A. Allora
L1 = L2 se e solo se U1 = U2 e P1 − P2 ∈ U .

Dimostrazione. “⇒”
Se 1

¯
= L2, allora esiste Z ∈ L1 e Z ∈ L2, cioè

Z = P2 + ~u2 e Z = P2 + ~u2

⇓ ⇓
Z − P2 = ~u2 e z − P2 = ~u2

6
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Ora da P1 = Z − ~u1 = Z + ~u′1; P2 = Z − ~u2 = Z + ~u′2, segue che

L1 = Z + U1 e L2 = Z + U2,

e cioè che U1 = U2 = U . Di conseguenza P1 − P2 = ~u′1 − ~u′2 ∈ U .
“⇐”

Viceversa
L1 = P1 + U = P2 + (P1 − P2)︸ ︷︷ ︸

∈U

+U = P2 + U = L2.

�

Commento. Questo teorema afferma che due sottospazi affini di uno spazio affine coincidono se e solo se
hanno in comune un punto e gli spazi direttori.

N.B. Se (A, V,+) è uno spazio affine, l’applicazione +, fissato P ∈ A, induce una mappa

αP : V −→ A
definita da

αP (~v) := P + ~v.

Tale applicazione è biettiva, di inversa perché?

βP :A −→ V

Q 7−→ βP (Q) := Q− P .
Inoltre per ogni vettore ~v ∈ V è definita la traslazione di ~v

τ~v :A −→ A
P 7−→ τ~v(P ) := P + ~v .

Ciò permette di pensare ad A come ad uno spazio vettoriale su cui è operata una traslazione.

5. Trasformazioni affini

Introduciamo e studiamo ora delle particolari applicazioni tra spazi affini che rispettano la struttura affine
(ovvero quella lineare e le traslazioni).

Definizione. Siano (A, V,+) e (A′ , V ′,+) due spazi affini. Un’applicazione affine è un’applicazione insie-

mistica f : A −→ A′ , tale per cui esiste un’applicazione lineare φ : V −→ V ′ tale che
−−−−−−→
f(P )f(Q) = φ(

−−→
PQ)

o equivalentemente
f(P + ~v) = f(P ) + φ(~v)

per ogni P,Q ∈ A e ~v ∈ V . Se φV −→ V ′ è un isomorfismo, allora f è detto un isomorfismo di spazi affini.
Se poi A′ = A, cioè f : A −→ A ed è isomorfismo, f è detta affinità.

N.B. Tra le applicazioni affini le traslazioni, ossia quelle applicazioni che, fissato un vettore ~v ∈ V , mandano
P in P + ~w sono affinità. In tal caso φ = idV .

Introduciamo un importante teorema che permette di caratterizzare gli spazi affini di dimensione finita.

Teorema 3. Ogni spazio affine di dimensione finita è isomorfo allo spazio affine standard.

Dimostrazione. Costruiamo l’isomorfismo. Nello spazio affine A si consideri un sistema di riferimento affine
{O,~v1, . . . , ~vn}. Sia P ∈ A tale che

−−→
OP =

n∑
i=1

xi ~vi

con (x1, . . . , xn) coordinate affini di P , cioè (x1, . . . , xn) ∈ An, in cui An è Kn pensato come spazio affine su se
stesso. Analogamente per un altro punto Q ∈ A:

−−→
OQ =

n∑
i=1

yi ~vi, (y1, . . . , yn) ∈ An.
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Definiamo ora la mappa
Φ :V −→ Kn

~v 7−→ (α1, . . . , αn)

che fornisce le coordinate di un vettore ~v rispetto alla base canonica di Kn. (Si ricordi che ogni K–spazio
vettoriale di dimensione finita n è isomorfo allo spazio delle coordinate Kn). Allora possiamo definire f : A −→
An come f(P ) = (x1, . . . , xn). A questo punto è immediato che

−−−−−−→
f(P )f(Q) = (y1 − x1, y2 − x2, . . . , yn − xn) = Φ(

−−→
PQ).

�

Commento. Si osservi che un affinità è completamente determinata da come si comporta nell’origine f(O),
O ∈ A e dall’isomorfismo Φ ∈ GLn(V ).

5.1. Il gruppo affine. Da quanto visto si ha che l’insieme delle affinità di uno spazio affine (A, V,+) in
sè costituisce un gruppo, Aff(A), i cui elementi sono individuati da un elemento del gruppo generale lineare
GLn(V ) e da una traslazione:

Aff(A) =
{
f(A,~b)|A ∈ GLn(V ) e ~b ∈ V

}
cioè

f(A,~b)(P ) = AP +~b, P ∈ A.
Si noti che la composizione di due affinità f(B,~c) e g(A,~b) è ancora un’affinità, infatti:(

f(B,~c) ◦ g(A,~b)

)
(P ) = f(B,~c)

(
g(A,~b)(P )

)
= f(B,~c)

(
AP +~b

)
= B

(
AP +~b

)
+ ~c

= BAP +B~b+ ~c

= fBA,B~b+~c(P ) .

L’elemento neutro è individuato da f(id,~0), infatti f(id,~0)(P ) = P . L’inverso di f(A,~b) è f(A−1,−A−1~b), infatti(
f(A,~b) ◦ f(A−1,−A−1~b)

)
(P ) = f(AA−1,A (A−1~b)+~b)(P ) = f(id,~0)(P ).

Si dimostri per esercizio la proprietà associativa.

In tale contesto è conveniente introdurre il cosiddetto formalismo unificato. in cui i vettori di uno spazio
vettoriale n–dimensionale sono individuati vettori colonna di (n+1)–componenti: la prima componente è sempre
nulla mentre le rimanenti n sono le coordinate del vettore rispetto alla base scelta. I punti dell’associato spazio
affine n–dimensionale sono individuati da n + 1-uple, la cui prima entrata è un 1, mentre le rimanenti n sono

le coordinate affini del punto. Cos̀ı facendo un’affinità f(A,~b) di A in sè, che x 7−→ Ax+~b si può descrivere per

mezzo di un’unica matrice invertibile di ordine n+ 1:[
1
x

]
7−→

[
1 ~0T

~b A

] [
1
x

]
=

[
1

Ax+~b

]
in cui x = (x1, . . . , xn) denota le coordinate affini di P ∈ A.

Osserviamo che le nozioni affini di incidenza, parallelismo e l’essere sghembi sono nozioni affini, ossia
invarianti per affinità, cośı come l’essere sottospazi affini.

Proposizione 4. Sia A uno spazio affine, L una sua sottovarietà lineare e f una affinità di A in sè. Allora
f(L) è ancora sottovarietà lineare di A.

Dimostrazione. Sia L
¯

= P +W sottovarietà lineare passante per P e di giacitura W . Sia f un’affinità di A con
isomorfismo associato φ ∈ GLn(V ). Allora φ(W ) è sottospazio vettoriale di V e dimW = dimφ(W ). InoltrePerché?

per ogni X ∈ L,
−−−−−−−→
f(P )f(X) = φ(

−−→
PX) ∈ φ(W ), quindi f(X) appartiene alla sottovarietà lineare S per φ(P ) e di

8
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spazio direttore φ(W ). Viceversa, per ogni R ∈ S si ha che
−−−−−−→
Pf−1(R) = φ−1(

−−−−→
f(P )R) ∈ W , cioè f−1(R) ∈ L e

quindi R inf(L). Dacui f(L) = S. �

L’invarinza per affinità di parallelismo, incidenza ed essere sghembi seguono immediatamente dal fatto che
f è obiettiva. Vi sono molte altre proprietà invarianti per affinità (rapporto semplice, rapporto tra volumi, ...)
il cui studio è rinviato ad altra sede.

N.B. I sottoinsiemi di uno spazio affine A vengono dette figure geometriche affini di A. Due figure geometriche
F e F′ ∈ A si dicono affinemente equivalenti se esiste un’affinità f di A in sè che manda l’una nell’altra:
f(F) = F′ . Di conseguenza una proprietà affine di una figura sarà comune a tutte le figure affinemente
equivalenti ad essa.

Ad esempio se F è un insieme finito di punti (o una figura che possiede un numero finito di vertici), il numero
di punti (o di vertici) è una proprietà affine. Si noti che il trasformato di un triangolo è ancora un triangolo Perché?

e quello di un parallelogramma è ancora un parallelogramma. Prima di indagare alcuni esempi, enunciamo la
seguente

Proposizione 5. Sia (A, V,+) uno spazio affine di dimensione n e siano {P0, P1, . . . , Pn} e {Q0, Q1, . . . , Qn}
due (n+ 1)–uple di punti indipendenti5 Allora esiste un’unica affinità f di A in sè tale che

f(Pi) = Qi , i = 0, 1, . . . , n .

Tale proposizione è estremamente utile, in particolare modo nelle applicazioni, dal momento che esse permette
di caratterizzare un’affinità dal suo agire su un determinato numero di punti (indipendenti). Inoltre permette
di riportare un problema geometrico all’ambito della teoria dei sistemi lineari.

5.2. Trasformazioni affini piane. In questa sezione particolarizziamo le trasformazioni affini al piano affine
reale A2(R), che spesso denoteremo semplicemente con A2.

Esempio 6. Si consideri nel piano affine standard reale A2 il triangolo T di vertici O = (0, 0), A = (3, 1) e
B = (1, 4). Si consideri l’applicazione affine A di A2 in sè tale che

O 7−→ O′ = (1, 1)
A 7−→ A′ = (5,−2)
B 7−→ B′ = (3, 0)

Dire se A è un’affinità e in caso affermativo scrivere esplicitamente la trasformazione. (Sugg. Servirsi di un
esempio.)

Sol. Dal disegno si evince che A è un affinità, dal momento che manda tre punti indipendenti in tre punti
indipendenti (o tre punti distinti e non allineati in tre punti distinti e non allineati).

5I punti di una (n + 1)–upla {P0, P1, . . . , Pn} di punti si dicono indipendenti se i vettori
−−−→
P0P1, . . . ,

−−−−→
P0, Pn sono linearmente

indipendenti.

9
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Vedifichiamo ciò analiticamente. Nel formalismo unificato la matrice associata alla trasformazione affine A
è

Ξ =

 1 0 0
b1 a b
b2 c d


in cui Σ :=

[
a b
c d

]
, Σ ∈ GL2(R). Determiniamo i coefficienti della trasformazione usando il fatto che A(O) =

O′, A(A) = A′ e A(B) = B′, ottenendo cos̀ı un sistema lineare di 6 equazioni in 6 incognite, che ammette
un’unica soluzione. 

{
b1 = 1

b2 = 1{
b1 + 3a+ b = 5

b2 + 3c+ d = −2{
b1 + a+ 4b = 3

b2 + c+ 4d = 0

Si osservi che la prima trasformazione è applicata all’origine e quindi determina la componente di traslazione
~b, che sarà pari a [1 1]T . Risolvendo il sistema si ricava

Ξ =

1 0 0
1 14

11
2
11

1 −1 0


Quesito. Cosa accade all’area del triangolo T?

Esempio 7. Nel piano affine standard reale A2 si determini se l’applicazione affine A di A2 in sè tale che

(2)
A = (0, 0) 7−→ A′ = (5,−2)
B = (2, 0) 7−→ B′ = (4, 0)
C = (1, 1) 7−→ C” = (3,−1)

sia un’affinità, possibilmente in due modi diversi. (Sugg. Servirsi di un esempio.)

Sol. Metodo 1.

La matrice associate all’applicaziozne A è del tipo

Σ =

 1 0 0
b1 a b
b2 c d


10
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in cui Ξ :=

[
a b
c d

]
, Ξ ∈ GL2(R). Imponendo la prima delle (??) si ottiene il termine di traslazione ~b = [2 0]T .

Imponendo le rimanenti si ha: 
{

2 + 2a = 4

2c = 0
da ΣB = B′{

a+ b+ 2 = 3 = 5

c+ d = −1
da ΣC = C ′

Da cui

Σ =

1 0 0
2 1 0
0 0 −1


Metodo 2. (Metodo geometrico.)

Osserviamo dal disegno che A si pu’‘o scrivere come combinazione di una riflessione rispetto all’asse x e
di una traslazione lungo l’asse x. Le riflessioni rispetto agli assi hanno una forma speciale: quelle rispetto
all’asse x mantengono fissa la coordinata x e cambiano segno alla coordinata y; cioè la matrice associata ad
una (simmetria) riflessione rispetto all’asse x è

Rx =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


mentre quelle associate ad una riflessione rispetto all’asse y è

Ry =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1


La traslazione nel nostro caso è

T =

1 0 0
2 1 0
0 0 1


e quindi la trasformazione A è rappresentata dalla matrice

Σ = T Rx =

1 0 0
2 1 0
0 0 −1


Si noti che in questo particolare caso non conta l’ordine con cui vengono composte le due trasformazioni. Perché?

6. Tipi di trasformazioni affini

Il precedente esempio ci suggerisce che vi sono delle affinità o più in generale delle trasformazioni affini
“speciali”. In questa sezione ci dedicheremo allo studio di tali trasformazioni. Tratteremo brevemente il caso
generale per poi considerare applicazioni al caso in dimensione 2 e 3. Dai due precedenti esempi si può osservare
che l’area di una figura geometrica affine non è una proprietà affine, ossia invariate per affinità. Tra le affinità,
però, vi sono delle trasformazioni (in realtà un sottogruppo del gruppo delle affinità) che conservano l’area.
Come si può facilmente intuire l’area è una proprietà connessa al concetto di distanza, anche se il gruppo di
trasformazioni che conservano la distanza è “più piccolo” di quello delle affinità che conservano l’area.

Definizione. Un punto P0 di A si dice punto fisso o unito per la trasformazione affine A : A −→ A se
A(P0) = P0. Una sottovarietà lineare L di A è uno spazio fisso o unito se per ogni P ∈ L, A(P ) ∈ L.

Fissiamo ora uno spazio affine (A, V,+) e indichiamo le principali trasformazioni affini. Siano L = P + U
una sottovarietà affine non vuota di A e W un sottospazio vettoriale di V tale che U ⊕W = V .

Traslazioni. Sia ~v ∈ V , allora resta definita l’affinità T~v : A −→ A definita da T~v(P ) = P+~v detta traslazione.

Si noti che se ~v è non nullo, allora T~v non ammette punti fissi, mentre se ~v = ~0, allora T~v è l’identità e ogni
punto di A è fisso. Usando la notazione matriciale T(id,~v).
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Omotetie di centro P0 e rapporto k. Siano P0 ∈ A e k ∈ K, l’omotetia di centro P0 e rapporto k è
l’applicazione affine Ok : A −→ A che manda il punto P nel punto P ′ tale che

(3) P ′ − P0 = k(P − P0)

Se k 6= 1, allora P0 è l’unico punto fisso della trasformazione. Nel formalismo matriciale O(kid,−k(P0−O)).

Se k 6= 0, 1 un omotetia è un’affinità la cui inversa ha ancora centro P0, ma rapporto k−1.

Simmetrie di asse L e direzione W . Una simmetria di asse L e direzione W è l’applicazione affine

σWL (P ) = P , per ogni P ∈ L ,

e l’applicazione lineare associata sia la simmetria σWU : V −→ V di asse U e di direzione W , cioè la applicazione
lineare che manda ~v su ~v ′ in modo che ~v + ~v ′ ∈ U e ~v − ~v ′ ∈ W , (in cui U e W sono sottospazi di V tali che
V = U ⊕W ).

Proiezione su L nella direzione di W . Una proiezione su L nella direzione di W è l’applicazione affine
πWL : A −→ A tale che πWL (P ) = P , per ogni P ∈ L e l’applicazione lineare associata a πWL , sia la proiezione

πUL : V −→ V su U nella direzione di W . Si osservi che generalmente le proiezioni non sono affinità, infatti una

proiezione è suriettiva se e solo se W = {~0}.

12
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7. Lo spazio vettoriale geometrico

Definizione. Un segmento orientato è una coppia di punti distinti A e B, ossia un segmento su cui è scelto
un ordine tra i due estremi: AB.

AB e BA contengono lo stesso insieme di punti ma sono diversi come segmenti orientati. Ogni punto
individua un segmento banale in cui origine e fine coincidono. Un segmento orientato individua:

• direzione: retta per A e B;
• verso: A precede B;
• lunghezza: una volta fissata una unità di misura. Ovviamente |AA| = 0.

Definizione. Due segmenti orientati AB e A′B′ si dicono equipollenti6 se hanno la stessa lunghezza, dire-
zione e verso e si pone AB ∼ A′B′. Chiamiamo vettori le classi di equipollenza di segmenti orientati.

L’insieme di tali classi è detto spazio vettoriale geometrico

S: =
Segmenti orientati

∼
L’operazione di applicazione di un vettore ad un punto P consiste nello scegliere quel segmento orientato

(detto rappresentante) della classe che l’origine in P , cioè un vettore applicato è una coppia (P,~v) in cui ~vS.
Ha senso parlare di lunghezza, direzione e verso di un vettore, assumendo quelli di uno qualsiasi dei suoi
rappresentanti. La classe del segmento orientato banale è detto vettore nullo ~0. Infine due vettori geometrici si
diranno paralleli se tali sono due qualsiasi rappresentanti. Si noti che un vettore applicato in A si può scrivere
come:

B = A+ ~v , oppure ~=B −A .
Due vettori si dicono opposti se hanno uguale lunghezza e verso discorde: se ~w è opposto a ~v allora ~w = −~v.
Un vettore è detto parallelo ad un piano se la sua direzione è contenuta nella giacitura del piano.

Operazioni sui vettori geometrici.

• Somma. Siano ~v1, ~v2 ∈ S
i. scegliamo un punto A;

ii. scegliere i punti B e C in modo che
−−→
AB = ~v1 e

−−→
BC = ~v2;

iii. definiamo
−→
AC = ~v1 + ~v2.

Si noto che questa è una buona definizione.

• Prodotto per scalari. Siano ~v ∈ S e α ∈ R. Allora ~w := α~v è il vettore diretto come ~v, di verso
concorde a ~v o meno con quello di ~v a seconda del segno di α e lunghezza |α| ‖~v‖. Se α = 0, ‖~w‖ = 0

cioè ~w = ~0.

6Equipollenza è una relazione di equivalenza.
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Tali operazioni godono delle proprietà note sugli spazi vettoriali, inoltre è possibile fornire una semplice
interpretazione grafica anche alla differenza di due vettori. Quindi

S SA di fatto identificati←→ SA

vettori geometrici vettori segmenti orientati
applicazioni in A con la stessa origine A

hanno la stessa struttura di spazio vettoriale: sono in realtà isomorfi.

La costruzione dell’isomorfismo è banale basta considerare A come origine di un sistema di coordinate

cartesiane (O, x, y, z) e quindi applicare i vettori all’origine. Cos̀ı facendo si identificano i vettori ~v =
−−→
OP con

le coordinate dei punti di estremo P
~v0 7−→

[
x0 y0 z0

]
e le operazioni appena introdotte divengono operazioni tra le coordinate. Si noti, però, che l’isomorfismo
introdotto non è canonico, dipende dalla scelta del sistema di riferimento, mentre le operazioni tra vettori,
quindi, permette di scegliere in ogni occasione il sistema di riferimento più opportuno.

8. Spazio euclideo

Definizione. Uno spazio affine (A, V,+) modellato su un K–spazio vettoriale V è detto spazio euclideo se
lo spazio vettoriale V modellante è dotato di un prodotto scalare (cioè è uno spazio vettoriale euclideo). In tal
caso An(V ) si indica con En(V ).

Data la struttura euclideo di Rn è naturale introdurre i concetti di distanza, di angolo e di ortogonalità in
En, cos̀ı come precedentemente fatto per gli spazi vettoriali euclideo. In particolare chiameremo riferimento
cartesiano standard il riferimento canonico di En.

Proposizione 6. Si consideri En(R).

1. Dati ~w1, . . . , ~wk non nulli e a due a due ortogonali, allora essi sono linearmente indipendenti.
2. Sia W ⊆ Rn, allora Rn = W ⊕W⊥.
3. Data L = P + W 6= ∅ e X 3 En, esiste un unico X0 ∈ L tale che X − X0 ∈ W⊥ e per ogni Y ∈ L,
‖X − Y ‖ ≥ ‖X −X0‖.

4. Nelle ipotesi di 3. e se ~w1, . . . , ~wk sono base W : X0 = P +
∑k
i=1〈~w1, ~PX〉 ~wi.

Dimostrazione. Dimostriamo il punto 3.

Sia PW
⊥

L : E −→ E la proiezione su L = P + W lungo W⊥, allora X0 = pW
⊥

L è il punto voluto. (Si ricordi

la definizione di proiezione.) Infatti se X1 ∈ L e X −X1 ∈W⊥, allora X0−X1 = (X −X1)− (X0−X) ∈W⊥

((X0 − X) ∈ W⊥ poiché PW
⊥

L (X) = X0), ma X0 − X1 ∈ W , poiché X,X0 ∈ L. Dunque X0 − X1 sta in

W ∩W⊥ = {~0}.
Infine se T ∈ L, generico, X − Y = (X −X0)︸ ︷︷ ︸

∈W⊥

+ (X0 − Y )︸ ︷︷ ︸
∈W

, da cui

‖X − Y ‖2 = 〈X − Y,X − Y 〉 = ‖X −X0‖2 + ‖X0 − Y ‖2 ≥ ‖X −X0‖2 .
14
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�

Visti gli isomorfismi costruiti tra i vari spazi affini introdotti, concentriamoci su A3(R), usando anche l’inter-
pretazione grafica di S e il prodotto scalare euclideo che il prodotto scalare standard di R3 induce. Il prodotto
scalare euclideo introduce una nozione di lunghezza o distanza tra punti, per mezzo della norma da esso indotta.
Dati P,Q ∈ E3, chiamiamo distanza (euclidea) dist(P,Q) tra i punti P e Q, la norma ‖Q − P‖ del vettore
Q− P . Prima di passare alle applicazioni dimostriamo un importante risultato sulla distanza tra sottovarietà
di uno spazio euclideo E(V ).

Definizione. Siano E(V ) uno spazio euclideo, e A e B due suoi sottoinsiemi. Allora la distanza di A da B, è
definita da

dist(A,B) = inf {dist(P,Q)| P ∈ A e Q ∈ B} .

Si noti che essendo per costruzione dist(A,B) un insieme di numeri reali non negativi, è inferiormente limitato,
ciò garantisce l’esistenza dell’estremo inferiore. Dimostriamo che se i due sottoinsiemi sono due sottovarietà
lineari non vuote allora tale estremo inferiore è in realtà un minimo.

Proposizione 7. Siano E(V ) uno spazio euclideo e L = P+U e M = Q+W , con P,Q ∈ E(V ), U,W sottospazi
vettoriali di V , sottovarietà lineari di E(V ). Allora esistono P0 ∈ L e Q0 ∈ M tali che Q0 − P0 è ortogonale
sia a U che a W e per ogni X ∈ L, y ∈M, si ha ‖Q0 − P0‖ ≤ ‖Y −X‖ e quindi dist(L,M) = ‖Q0 − P0‖.

Dimostrazione. Se L ∩M = P0, allora dist(L,M) = 0 e ~0 =
−−−→
P0P0 è ortogonale sia a L che a M.

Se invece L ∩M = ∅, il vettore Q− P si può scrivere come ~u+ ~w+ ~n, in cui ~u ∈ U , ~w ∈W e ~n è un vettore
ortogonale sia a U che a W . Quindi, presi P0 = P − ~u e Q0 = Q + ~w si ha che ~n = Q0 − P0 è ortogonale ad
entrambe le sottovarietà lineari. Mostriamo che ‖~n‖ è la minima tra le norme dei vettori che congiungono un
punto X di L con un punto Y di M. Ora

−−→
XY =

−−→
XP0︸︷︷︸
∈U

+
−−−→
P0Q0︸ ︷︷ ︸

=~n

+
−−→
Q0Y︸︷︷︸
∈W

e quindi

‖
−−→
XY ‖2 = ‖

−−→
XP0 +

−−→
Q0Y ‖2 + ‖~n‖2 ≤ ‖~n‖2 .

�

8.1. Prodotto vettoriale. Sia E uno spazio euclideo di dimensione 3 di spazio direttore V e siano ~v =
[v1 v2 v3]T e ~w = [w1 w2 w3]T due vettori di V . Si definisce prodotto vettoriale l’applicazione bilineare

× : E × E −→ E

(~v, ~w) 7−→ ~v × ~w =

v2w3 − v3w2

w1v3 − v1w3

v1w2 − v2w1


Proprietà fondamentali del prodotto vettoriale.

A. ~v × ~w = −~w × ~v. Anticommutatività.
B. (~v + ~w)× ~z = ~v × ~z + ~w × ~z. Distributività rispetto allo somma.
C. (λ~v)× ~w = λ(~v × ~w) = ~v × (λ~w) . Distributività rispetto alla moltiplicazioni per scalari.

D. ~v × ~w = ~0 se e solo se uno dei due vettori è nullo oppure ~v e ~w sono proporzionali.
E. 〈~v × ~w |~v〉 = 0 = 〈~v × ~w | ~w〉 .
F. ‖~v × ~w‖2 = ‖~v‖2 · ‖~w‖2 − 〈~v | ~w〉2 . Identità di Lagrange.

N.B. Dalla proprietà E. si ricava una semplice ma importante interpretazione geometrica del prodotto vetto-
riale. Il prodotto vettoriale
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di due vettori non nulli è un vettore ortogonale al sottospazio da essi generato, e quindi la terna ~v, ~w ~v × ~w
forma una base per V . Dall’identità di Lagrange emerge, invece, che

‖~v × ~w‖ = ‖~v‖‖~w‖ | sin θ|
in cui θ è l’angolo tra i vettori ~v e ~w: cioè la norma di un prodotto vettoriale è rappresentata dall’area del
parallelogramma che i due vettori ~v ~w definiscono. Non è difficile verificare che il prodotto vettoriale verifica
l’identità di Jacobi, cioè per ogni ~v, ~w, ~u ∈ V si ha

~v × ~w × ~u+ c.p. = 0 .

Ciò significa che (V,×) forma un’algebra di Lie.

8.2. Prodotto misto. In uno spazio euclideo di dimensione 3, combinmando il prodotto scalare e quello
vettoriale definiamo il prodotto misto di tre vettori ~v, ~w, ~u ∈ V :

〈~v | ~w × ~u〉 = det [Col (~v, ~w, ~u)] .

Dall’interpretazione geometrica del prodotto scalare (proiezione lunghezza di un vettore sull’altro per la lun-
ghezza dell’altro) e del prodotto vettoriale (la norma del prodotto vettoriale è l’area del parallelogramma
definito dai due vettori, mentre la direzione è perpendicolare al piano generato dai due vettori e il verso è dato
dalla regola della mano destra) si ricava immediatamente che il prodotto misto fornisce il volume con segno o
orientato del parallelepipedo di spigoli ~v, ~w, ~u.

In particolare, la nozione di prodotto misto, opportunamente generalizzata, permette di interpretare geome-
tricamente il determinante di una matrice n×n, come iper–volume delle iper–solido generato dalle sue colonne e
di definire un orientazione alle basi ordinate di uno spazio euclideo, in relazione al segno del determinante della
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matrice che ha per colonne i vettori della base in questione. Precisamente una base B di uno spazio euclideo si
dice equiorientata con la base canonica se il determinante che ha per colonne i vettori di tale base è positivo.

8.3. Area e determinante in E2 e E3. Si consideri il triangolo T di vertici P1, P2, P3 nello spazio euclideo
E3. Determiniamo l’area AT del T usando le proprietà del prodotto vettoriale e del determinante. Siano
Pi = (xi, yi, zi), con i = 1, 2, 3 le coordinate affini dei punti P1, P2, P3. È immediato che

AT =
1

2
‖
−−−→
P1P2 ×

−−−→
P1P3‖ =

1

2

∣∣∣∣det

[
x2 − x1 x3 − x2

y2 − y1 y3 − y1

]∣∣∣∣
Quindi, pensando E2 come immerso in E3 possiamo utilizzare queste formule anche nel piano affine. Dimostria-
mo ora, però, che

AT =
1

2

∣∣∣∣∣∣det

 1 1 1
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
Infatti

det

 1 1 1
x1 x2 x3

y1 y2 y3

 = det

 1 0
x1 x2 − x1 x3 − x1

y1 y2 − y1 y3 − y1

 = det

[
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

]
=

Se omettiamo il modulo, le relazioni in questione forniscono l’area orientata del del triangolo T .

8.4. Area e trasformazioni geometriche. In questa sezione determiniamo come varia l’area di un triangolo
o di un parallelogramma sotto l’azione di affinità.

Proposizione 8. Sia T un triangolo in E2 e sia f un affinità di E2 in sè, rappresentata, da f(A,~b). Allora l’area

del trasformato T ′ = f(T ) di T è

AT ′ =
1

2
|det(A)| AT .

Dimostrazione. In primo luogo osserviamo che la componente di traslazione non altera l’area, non alterando
la distanza tra i punti. L’area di T ′ è quindi collegata alla componente lineare. Indichiamo con A,B,C i
vertici del triangolo e con A′, B′, C ′ i rispettivi trasformati. Usiamo il formalismo unificato, denotando con Σ
la matrice che rappresenta la trasformazione affine f . Usando i risultati della Sezione 8.3, si ha che

AT =
1

2
|det [Col(A′, B′, C ′)]| ,

Ora sfruttando il fatto che Col(A′, B′, C ′) = Σ Col(A,B,C) e che det(M N) = det(M) det(N), si ha che

AT ′ =
1

2
|det(Σ)| |det [Col(A,B,C)]| = 1

2
|det(A)| AcT .

�
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9. Piani e rette nello spazio, Teorema di Rouché–Capelli geometrico

Analizziamo ora una serie di risultati molto importanti per le applicazioni. Iniziamo con l’analisi dell’equa-
zione cartesiana di un piano in E3. Lavoreremo principalmente in E3, tuttavia è da tenere a mente che gran
parte di ciò che viene provato in E3 vale direttamente o con piccole accortezze (ad esempio togliere la coordinata
z) per le rette in E2. Ovviamente le proprietà coinvolgenti il prodotto vettoriale non si possono estendere al
piano.

9.1. Piano nello spazio. Le equazioni parametriche di un piano π nello spazio passante per P0 = (x0, y0, z0)
e di giacitura W = 〈~w,~v〉, sono

P = P0 +W =⇒


x = x0 + λw1 + µu1

y = y0 + λw2 + µu2

z = z0 + λw3 + µu3

, λ, µ ∈ R

L’equazione cartesiana sarà del tipo

Ax+By + Cz +D = 0 ,

con (A,B,C) 6= (0, 0, 0) parametri di giacitura. Il dover passare per P0 impone che

Ax0 +By0 + cz0 +D = 0

e quindi l’equazione cartesiana si può riscrivere

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0

cioè A,B,C sono le coordinate di un vettore perpendicolare al piano π, infatti

〈[A B C]T , [x− x0 y − y0 z − z0]T 〉 = A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0 .

Analizzando maggiormente la situazione e ricordando che P0 + ~w e P0 + ~u sono punti del piano si ricava che
essi sono vettori applicati contenuti nel piano e quindi si ricava un’altra forma dell’equazione del piano:

(4) 〈~w × ~u | P − P0〉 = 0 .

Si noti che la precedente equazione si ottiene immediatamente anche osservando che il sistema delle equazioni
parametriche è tale che

det

x− x0 y − y0 z − z0

w1 w2 w3

u1 u2 u3

 = 0 .

Se sviluppato rispetto alla prima riga tale determinante fornisce proprio la (4).
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9.2. Retta per due punti. Determiniamo, in più modi differenti, l’equazione di una retta per due punti,
P0 = (x0, y0, z0) e P1 = (x1, y1, z1).

Metodo 1. Si consideri il vettore P1 − P0 e usiamolo come vettore generatore dello spazio direttore della retta r
per P0 e P1. Si fissi, poi, P0 come punto origine sulla retta, da cui le equazioni parametriche della retta
r:

r : P = P0 + λ(P1 − P0) in forma compatta o in coordinate


x =x0 + λ(x1 − x0)

y =y0 + λ(y1 − y0)

z =z0 + λ(z − z0)

con λ parametro reale.

Figura 4.

Metodo 2. Con riferimento alla Figura 4 l’equazione parametrica della retta r si scrive ~r − ~r1 = λ(~r0 − ~r1), o in
coordinate 

x− x0 =λ(x1 − x0)

y − y0 =λ(y1 − y0)

z − z0 =λ(z − z0)

9.3. Piano per tre punti. Per tre punti allineati esistono infiniti piani contengono tali punti: uno qualsiasi
dei piani del fascio di piani generato dall’unica retta che passa per i tre punti. Focalizziamoci quindi sul caso
di tre punti non allineati P0 = (x0, y0, z0), P1 = (x1, y1, z1) e P2 = (x2, y2, z2).

Analogamente a quanto fatto nella sezione precedente è possibile procedere in due modi differenti. Scegliamo
uno dei tre punti, ad esempio P0 come punto di applicazione dei generatori dello spazio direttore del piano
cercato. Siano P1−P0 e P2−P0 i due vettori che generano lo spazio direttore. Le equazioni parametriche sono
quindi:

π : P = P0 + λ(P1 − P0) + µ(P2 − P0) o in coordinate


x =x0 + λ(x1 − x0) + µ(x2 − x0)

y =y0 + λ(y1 − y0) + µ(y2 − y0)

z =z0 + λ(z − z0) + µ(z2 − z0)

con λ e µ parametri reali.

In riferimento alla Figura 5, le equazioni parametriche di π si scrivono:

~r − ~r0 = λ(~r1 − ~r0) + µ(~r2 − ~r0) .

9.4. Fasci di piani e di rette.
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Figura 5.

9.4.1. Fasci di rette nel piano.

Propri. Siano r : ax+ by + c = 0 e r′ = a′x+ b′y + c′ = 0 rette incidenti in un punto P . Il fascio F di centro
P è dato da

λax+ by + c+ µa′x+ b′y + c′ = 0, (λ, µ) 6= (0, 0) .

formalmente scriveremo spesso anche in seguito λr + µr′ = 0, intendendo che r denota il membro di
destra dell’equazione della retta.7

Impropri. Sia r : ax+ by + c = 0 una retta del piano, allora il fascio di rette parallele a r è definito da

Fr : ax+ by + κ = 0 ,

con κ parametro reale.

9.4.2. Fasci di piani. Analogamente a quanto fatto per le rette nel piano possiamo costruire due tipi di fasci
di piani nello spazio. Siano π : ax+ by + cz + d = 0 e π′ : a′x+ b′y + c′z + d′ = 0 due piani. Il fascio di piani
F generato da π e π′ è della forma

λ(ax+ by + cz + d) + µ(a′x+ b′y + c′z + d′) = 0

con (λ, µ) 6= (0, 0). Il fascio si riscrive anche

(λa+ µa′)x+ (λb+ µb′)y + (λc+ µc′)z + λd+ µd′ = 0 .

Tipi di fasci di piani:

Proprio. Se i piani π e π′ sono incidenti in una retta r, detta asse del fascio, il fascio è formato da tutti i piani
contenenti r.

Improprio. Se i due piani sono paralleli, le loro equazioni sono proporzionali. Il fascio è formato da tutti i piani
paralleli a π e π′ e l’equazione del fascio si riduce a

ax+ by + cz + κ = 0 ,

con κ parametro reale.

9.5. Interpretazione geometrica del Teorema di Rouchè–Capelli. L’insieme delle soluzioni del sistema
lineare

Ax = ~b

in cui A ∈ Mm×n, x ∈ Kn e ~b ∈ Km o è il vuoto, cioè il sistema non ammette soluzioni (se rank (A|~b) >
rank (A)), oppure è un sottospazio affine di Kn (se rank (A|~b) = rank (A)): pensando A come matrice rappre-
sentativa di un’applicazione lineare di Kn in sè, avente giacitura il nucleo di A, cioè l’insieme delle soluzioni
del sistema omogeneo associato Ay = 0.

7Oppure del piano o della conica.
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La risoluzione di un sistema lineare consiste nella determinazione delle equazioni parametriche per il
sottospazio affine da questi individuato.

10. Posizioni reciproche di piani e rette

10.1. Posizione reciproca di due piani nello spazio. Due piani π e π′ nello spazio possono essere

• incidenti
• coincidenti
• paralleli

Verifichiamo cosa accade algebricamente. La situazione geometrica è descritta dalle soluzioni del sistema

Σ :


ax+ by + cz + d = 0

a′x+ b′y + c′z + d′ = 0

Denotiamo con

A =

[
a b c
a′ b′ c′

]
la matrice incompleta e con

(A|B) =

[
a b c d
a′ b′ c′ d′

]
la matrice completa. Allora

• piani incidenti: il sistema Σ ammette infinite soluzioni dipendenti da un parametro −→ rank A =
rank (A|B) = 2;

• piani coincidenti: il sistema Σ ammette infinite soluzioni dipendenti da due parametri −→ rank A =
rank (A|B) = 1;

• piani paralleli: il sistema Σ non ammette soluzioni −→ rank A < rank (A|B) = 2.

10.2. Posizione reciproca di tre piani nello spazio. Studiamo ora la mutua posizione di tre piani π :
ax+ by + cz + d = 0, π′ : a′x+ b′y + c′z + d′ = 0 e π′′ : a′′x+ b′′y + c′′z + d′′ = 0 nello spazio, studiamo cioè
le soluzioni del sistema lineare

Σ :



ax+ by + cz + d = 0

a′x+ b′y + c′z + d′ = 0

a′′x+ b′′y + c′′z + d′′ = 0

e analizziamole geometricamente. Denotiamo con

A =

 a b c
a′ b′ c′

a′′ b′′ c′′


la matrice incompleta e

(A|B) =

 a b c d
a′ b′ c′ d′

a′′ b′′ c′′ d′′


la matrice completa. Allora

• piani incidenti:
– in una retta: il sistema Σ ammette infinite soluzioni dipendenti da un parametro −→ rank A =

rank (A|B) = 2;
– in un punto: il sistema Σ ammette un’unica soluzione −→ rank A = rank (A|B) = 3;

• piani coincidenti: il sistema Σ ammette infinite soluzioni dipendenti da due parametri −→ rank A =
rank (A|B) = 1;

• piani π ∩ π′ ∩ π′′ = ∅: il sistema Σ non ammette soluzioni −→ rank A < rank (A|B) = 2. Geometri-
camente si possono verificare molte situazioni differenti: 3 piani paralleli, intersezione a due a due, 2
piani paralleli e uno secante entrambi, 2 piani coincidenti e uno parallelo ad essi.
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10.3. Reciproca posizione di una retta e di un piano. Studiamo la reciproca posizione di una retta r e
di un piano π nello spazio.

• Incidenti in un punto: r ∩ π = P : il sistema lineare associato ammette un’unica soluzione.

Figura 6. Retta incidente il piano in un punto

• la retta è contenuta nel piano: r ⊂ π: il sistema lineare associato ammette infinite soluzioni
dipendenti da un parametro.

Figura 7. Retta contenuta nel piano

• paralleli: r ∩ π = ∅: il sistema lineare associato non ammette soluzioni.

10.3.1. Parallelismo retta–piano. Analizziamo e interpretiamo geometricamente il parallelismo tra una retta e
un piano. Siano r : R = R0 + 〈~a〉 una retta e π : P = P0 + 〈~v, ~w〉 un piano nello spazio.

Metodo 1. Dalla definizione di parallelismo tra sottospazi affini, si ha che r è parallela a π se lo spazio direttore di
una è contenuto in quello dell’altra o viceversa. Cioè se il vettore direttore di r è linearmente dipendente
dai generatori dello spazio direttore di π, cioè se

det [Col(~a,~v, ~w)] = vol(~a,~v, ~w) = 0 .
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Figura 8. Retta parallela al piano

Metodo 2. Sia π : ax + by + cz + d = 0 l’equazione cartesiana del piano π. Allora r e π sono paralleli se e solo
se il vettore direttore ~a di r è perpendicolare ad un vettore normale al piano π, ad esempio il vettore
~nπ = [a b c]T che ha per entrate i coefficienti di giacitura, quindi se e solo se

〈~a|~nπ〉 = 0 .

Metodo 3. Usando i fasci di piani, è sufficiente determinare il piano del fascio generato da r che è parallelo a π.

10.4. Reciproca posizione di due rette nello spazio. Due rette r ed s nello spazio possono essere

• Complanari
– Incidenti

Figura 9. Rette incidenti e parallele

– Parallele

• Sghembe

Si osservi che se r = s allora il piano che le contiene non è unico.
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Figura 10. Rette sghembe

10.4.1. Complanarità di due rette nello spazio. Due rette

r :


ax+ by + cz + d = 0

a′x+ b′y + c′z + d′ = 0

s :


a1x+ b1y + c1z + d1 = 0

a′1x+ b′1y + c′1z + d′1 = 0

sono complanari se e solo se una delle due appartiene ad un piano del fascio che ha per asse
l’altra. Ovvero se esiste un piano del fascio di asse una delle due che coincide con un piano del fascio di piani
di asse l’altra. Analiticamente devono esistere (λ, µ) 6= (0, 0) e (λ1, µ1) 6= (0, 0) tali che il sistema omogeneo

λa+ µa′ + λ1a1 + µ1a
′
1 = 0

λb+ µb′ + λ1b1 + µ1b1 = 0

λc+ µc′ + λ1c1 + µ1c
′
1 = 0

λd+ µd′ + λ1d1 + µ1d
′
1 = 0

deve avere soluzioni non banali.

10.5. Rette sghembe. Siano r una retta per R0 e di direzione individuata da ~v ed s una retta per S0 e di
direzione individuata da ~w. Dalla definizione le rette r ed s sono sghembe esse non si intersecano e i loro spazi
direttori si intersecano nel vettore nullo, cioè se oltre a non intersecarsi i vettori ~v e ~w non sono proporzionali.

Equivalentemente sono sghembe se e solo se i vettori
−−−→
R0S0, ~v e ~w sono linearmente indipendenti, cioè se e solo

se

det
[
Col(~v, ~w,

−−−→
R0S0)

]
6= 0 .

Figura 11. Rette sghembe
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N.B. Da tale relazione ricaviamo anche un’ulteriore condizione che garantisce la comlanarietà tra due rette e

cioè due rette r ed s (come in precedenza) sono complanari se e solo se det
[
Col(~v, ~w,

−−−→
R0S0)

]
= 0.

11. Nozioni metriche

11.1. Distanza tra due punti P,Q ∈ E.

dist(P,Q) = ‖
−−→
PQ‖ .

11.2. Distanza tra un punto e un piano. Siano Q : (xQ, yQ, zQ) ∈ E e π : ax+ by + cz + d = 0 un piano
e P0 (x0, y0, z0) ∈ π. La giacitura di π è quindi individuata dal vettore ~nπ = [a b c]T . La distanza del punto

Q dal piano π è data dalla lunghezza δ della proiezione ortogonale del vettore
−−→
P0Q sulla direzione individuata

da ~nπ:

dist(Q, π) =
|〈~n |

−−→
PQ〉|
||~n||

=
|a(xQ − x0) + b(yQ − y0) + c(zQ − y0)|√

a2 + b2 + c2
=
|axQ + byQ + czQ + d|√

a2 + b2 + c2
.

Osserviamo che il medesimo risultato si può anche ottenere procedendo nel seguente modo. Siano P1 e P2

due punti fissati del piano π e R un punto di π tale che i vettori
−−→
RP1 e

−−→
RP2 formino una base per la giacitura di

π. Allora la distanza di un punto Q dello spazio è data dalla lunghezza del vettore
−−→
HQ, in cui H è la proiezione

ortogonale di Q su π. Tale lunghezza si può ottenere in due modi distinti:

(1) come altezza del parallelepipedo generato da
−−→
RP1,

−−→
RP2 e

−−→
RQ e usando la nota interpretazione del

prodotto misto come volume del parallelepipedo:

dist(Q;π) =
det
[
Col(
−−→
RP1,

−−→
RP2,

−−→
RQ)

]
‖
−−→
RP1 ×

−−→
RP2‖

;
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(2) considerando la retta per Q e ortogonale a π, trovando quindi il punto H di π che appartiene anche a

tale normale e calcolando poi la lunghezza del vettore
−−→
RH.

11.3. Distanza tra una retta e un piano paralleli. Sia r una retta passante per il punto R e di direzione
~vr e π un piano parallelo a r e P un punto qualsiasi di r, allora

la distanza di r da π è data dal vettore PH, in cui H è la proiezione ortogonale di P su π, che si ottiene
considerando la retta per P e ortogonale a π, trovando quindi il punto H di π che appartiene anche a tale

normale e calcolando poi la lunghezza del vettore
−−→
PH:

dist(r;π) = ‖
−−→
PH‖ .

11.4. Distanza tra un punto e una retta. Siano r retta passante per il punto R e di direzione ~vr e Q un

punto dello spazio, allora la distanza di Q dalla retta r è data dalla proiezione ortogonale del vettore
−−→
RQ sul

vettore ~vr applicato in R. Tale proiezione è l’altezza del parallelogramma generato dai vettori ~r e
−−→
RQ:

dist(R; r) =
||
−−→
RQ× ~vr||
||~vr||

cioè la distanza cercata è data dalla lunghezza della proiezione ortogonale di
−−→
RQ su ~vr (applicato in R).

N.B. La distanza tra due rette parallele è data dalla distanza di un qualunque punto di una retta dall’altra e
pertanto si riconduce alla distanza punto–retta.
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11.5. Distanza tra due rette sghembe. Si considerino due rette sghembe, r per R0 e di direzione generata
da ~v e s per S0 di direzione generata da ~w.

Metodo 1. La distanza tra le due rette r e s è l’altezza del parallelepipedo generato dai vettori ~v, ~w e
−−−→
R0S0 e

quindi

dist(r, s) =
〈
−−−→
R0S0 |~v × ~w〉
‖~v × ~w‖

.

Figura 12. Distanza tra due rette sghembe

N.B. Si noti che stiamo usando l’idea della distanza punto–piano e che la distanza tra due rette è zero
se e solo se il parallelepipedo degenera cioè se e solo se le due rette (non parallele) sono incidenti.

Metodo 2. Se R0 è un punto arbitrario della retta r, si scrive l’equazione del piano σ contenente s e parallelo a r.
Infine si calcola la distanza dist(R0, σ).

11.6. Angolo tra due rette. Se r è una retta passante per il punto P e di direzione ~v e s la retta passante per
Q e di direzione ~w, l’angolo tra le rette r e s è, per definizione, il più piccolo degli angoli formati dai vettori
direttori:

cosα(r, s) =
|〈~v | ~w〉|
‖~v‖ ‖~w‖

11.7. Angolo tra una retta e un piano. Si considerino la retta r per P e di direzione ~v e il piano σ
perpendicolare a ~n. L’angolo formato tra r e la perpendicolare al piano σ:

sinα(r, σ) = cos
(π

2
− α(r, σ)

)
=
|〈~v |~n〉|
‖~v‖ ‖~n‖
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