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Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO

(1) Dati i vettori ~u = (1, 2,−1) e ~v = (3, 0, 1) e i punti A(0, 2, 1) e B(−2, 1, 1) , determinare
in forma parametrica e cartesiana il piano Π passante per A e B e parallelo a ~u, e il piano Σ
passante per A e ortogonale a ~v. Determinare poi una forma parametrica per la retta r = Π∩Σ.

(2) Studiare l’andamento di f(x) =
2|x| − 3

x2 − x− 2
, e tracciarne il grafico.(1)

(3) (a) Calcolare

∫ π

0

(
x cos 2x +

sinx

3 + 2 cosx

)
dx .

(b) Disegnare S = {(x, y) : |x| − 2 ≤ y ≤ 1− 2x3 , x− 2y + 2 ≥ 0} , e calcolarne l’area.

(4) Data g(x, y) =
x2y − 4

x + 2y
, determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, disegnando i

risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali punti di massimo o minimo locale.

(5) Trovare tutte le soluzioni y(x) dell’equazione differenziale y′′ + 4y′ + 4y = 4x e tutte quelle
dell’equazione differenziale y′ = (2x− 1)(2y − 1) tali che y′(0) = −4.

(1)Non è richiesto lo studio della convessità.
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Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare. IIII Tabella sul retro IIII
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Soluzioni

MATEMATICA

(1) Il piano Π, parallelo al vettore ~u = (1, 2,−1), poiché passa per i punti A(0, 2, 1) e B(−2, 1, 1) sarà parallelo anche
al vettore ~u′ = (0, 2, 1) − (−2, 1, 1) = (2, 1, 0), dunque una forma parametrica sarà Π = {(0, 2, 1) + s(1, 2,−1) +
t(2, 1, 0) : s, t ∈ R} = {(s + 2t, 2 + 2s + t, 1 − s) : s, t ∈ R}; da z = 1 − s e y = 2 + 2s + t si ricava s = 1 − z e
t = −4 + y + 2z, che inserite in x = s+ 2t danno la forma cartesiana x− 2y − 3z + 7 = 0. Il piano Σ, in quanto
ortogonale a ~v = (3, 0, 1), avrà forma parametrica 3x + z + k = 0, e il passaggio per A dà k = −1; due vettori
ortogonali a ~v (dunque paralleli a Σ) e non paralleli tra loro sono ad esempio ~w′ = (0, 1, 0) e ~w′′ = (1, 0,−3), da cui
possiamo scrivere la forma parametrica Σ = {(0, 2, 1)+s(0, 1, 0)+t(1, 0,−3) : s, t ∈ R} = {(t, 2+s, 1−3t) : s, t ∈ R}.
• Occupiamoci ora di trovare una forma parametrica per la retta r = Π∩Σ: dovendo essa evidentemente passare
per A, basterà trovare un vettore ad essa parallelo. Un vettore ortogonale al piano Π sarà (1,−2,−3) (basta
guardare l’equazione cartesiana), mentre un vettore ortogonale al piano Σ lo conosciamo già, ed è ~v = (3, 0, 1): un
vettore ortogonale ad entrambi questi vettori sarà automaticamente parallelo a entrambi i piani, dunque alla loro
intersezione r, e tale vettore è (1,−2,−3) ∧ (3, 0, 1) = (−2,−10, 6). Come vettore parallelo a r possiamo perciò
scegliere quest’ultimo o, volendo, lo stesso moltiplicato per − 1

2
, ovvero (1, 5,−3): una forma parametrica cercata

è allora r = {(0, 2, 1) + t(1, 5,−3) : t ∈ R} = {(t, 2 + 5t, 1− 3t) : t ∈ R}.

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = 2|x|−3

x2−x−2
è definita per x 6= −1 e x 6= 2, ed è derivabile infinite volte nel suo dominio

tranne che in x = 0 dove è continua ma è previsto un punto angoloso a causa del modulo. Non ha parità ne’
periodicità; i limiti notevoli valgono limx→∓∞ f(x) = 0+, limx→−1∓ f(x) = ∓∞ e limx→2∓ f(x) = ∓∞ (dunque
y = 0 è asintoto orizzontale bilatero, e le rette x = −1 e x = 2 sono asintoti verticali bilateri). Vale f(x) = 0
per x = ∓ 3

2
; il numeratore è > 0 per x < − 3

2
o x > 3

2
, il denominatore è > 0 per x < −1 o x > 2, perciò vale

f(x) > 0 per x < − 3
2

o −1 < x < 3
2

o x > 2. Posto σ = signx (dunque σ = ∓1 a seconda che x ≶ 0) e

ricordando che |x|′ = σ si ha f ′(x) = −2σx2+6x−4σ−3
(x−x−2)2

: quando x > 0 il numeratore diventa −(2x2 − 6x+ 7), che

è un trinomio sempre negativo e dunque vale sempre f ′(x) < 0; mentre quando x < 0 il numeratore 2x2 + 6x+ 1

è positivo per x < x1 := − 3+
√

7
2
∼ −2,8 e x > x2 := − 3−

√
7

2
∼ −0,2. Pertanto, quando x cresce provenendo da

−∞, la funzione f(x) cresce da 0+ fino a un massimo locale in x = x1 (con f(x1) = 2(4−
√

7)
9

∼ 0,30), poi decresce
fino a −∞ quando x tende a −1−; quindi decresce da +∞ (quando x proviene da −1+) a un minimo locale in

x = x2 (con f(x2) = 2(4+
√

7)
9

∼ 1,47), da cui cresce fino al valore f(0) = 3
2

= 1,5; infine decresce sia prima che
dopo 2. Notiamo infine che i valori f ′−(0) = limx→0− f ′(x) = 1

4
e f ′+(0) = limx→0+ f ′(x) = − 7

4
sono diversi tra

loro, dunque come previsto x = 0 è un punto angoloso.

(3) (a) Per linearità si ha
∫ π

0
(x cos 2x + sin x

3+2 cos x
) dx =

∫ π
0
x cos 2x dx+

∫ π
0

sin x
3+2 cos x

dx. Operando per parti, il primo

integrale vale (x 1
2

sin 2x]π0 −
∫ π

0
1
2

sin 2x dx = (0)− (0) + ( 1
4

cos 2x]π0 = (0)− (0) = 0; quanto al secondo, col cambio

di variabile t = cosx esso diventa
∫ −1

1
(− 1

3+2t
) dt =

∫ 1

−1
1

2t+3
dt = ( 1

2
log |2t+ 3|]1−1 = 1

2
log 5. Pertanto l’integrale

proposto vale 1
2

log 5 ∼ 0,8.

(b) (Figura 2) L’insieme S = {(x, y) : |x| − 2 ≤ y ≤ 1 − 2x3 , x − 2y + 2 ≥ 0} è rappresentato in figura; l’area

risulta pertanto
∫ 0

−2
(x

2
+ 1) dx+

∫ 1

0
(1− 2x3) dx+

∫ 0

1
(x− 2) dx+

∫ −2

0
(−x− 2) dx = (x

2

4
+ x]0−2 + (x− x4

2
]10 + (x

2

2
−

2x]01 + (−x
2

2
− 2x]−2

0 = (0)− (−1) + ( 1
2
)− (0) + (0)− (− 3

2
) + (2)− (0) = 5.

(4) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = x2y−4
x+2y

è dato da x+ 2y 6= 0 (si tratta di togliere i punti della retta y = − 1
2
x).

La funzione si annulla quando x2y − 4 = 0, ovvero y = 4
x2

, i punti di un grafico di facile disegno (tranne il punto
A(−2, 1), unico punto di intersezione tra il grafico e la retta y = − 1

2
x, che sta fuori dal dominio). Il numeratore è

> 0 quando y > 4
x2

, ovvero nei punti che stanno sopra tale grafico, mentre il denominatore è > 0 quando y > − 1
2
x,

ovvero nei punti sopra la retta: il segno di g ne segue per quoziente. I limiti interessanti sono nei punti della retta
y = − 1

2
x e in∞2. In un qualsiasi punto della retta diverso da A il limite vale ∓∞ (col segno che dipende dal lato

della retta da cui si tende al punto in questione); mentre non esiste ne’ in A ne’ in ∞2, come si nota osservando
che sui punti del grafico y = 4

x2
la funzione è nulla, mentre avvicinandosi alla retta y = − 1

2
x essa tende a ∓∞. Le

derivate parziali sono ∂g
∂x

= 2xy(x+2y)−1(x2y−4)

(x+2y)2
= x2y+4xy2+4

(x+2y)2
e ∂g

∂y
= x2(x+2y)−2(x2y−4)

(x+2y)2
= x3+8

(x+2y)2
; considerato

il sistema ∂g
∂x

= ∂g
∂y

= 0, da ∂g
∂y

= 0 si ottiene x = −2, che messo in ∂g
∂x

= 0 dà y = 1 o y = − 1
2
, ovvero i punti

A (non accettabile perché fuori dal dominio) e B(−2,− 1
2
). L’unico punto stazionario per g è dunque B, ed è
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anche l’unico punto candidato a essere eventualmente di massimo o minimo locale: per vederlo, usiamo il criterio

dell’hessiano. Dopo qualche conto, le derivate parziali seconde di g risultano ∂2g
∂x2

= 8(y3−1)

(x+2y)3
, ∂2g
∂x∂y

= x3+6x2y−16
(x+2y)3

e ∂2g
∂y2

= − 4(x3+8)

(x+2y)3
; se calcolate in B, l’hessiano risulta

 ∂2g

∂x2 (B) ∂2g
∂x∂y

(B)

∂2g
∂x∂y

(B) ∂2g

∂y2 (B)

 =
(

1
3

4
3

4
3

0

)
, e il relativo criterio

assicura che il punto B è una sella (ovvero ne’ di massimo ne’ di minimo locale) per g.

(5) L’equazione differenziale y′′ + 4y′ + 4y = 4x è lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2 + 4t+ 4 = 0 ha una soluzione doppia −2, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata
sono del tipo Ae−2x +Bxe−2x con A,B ∈ R. Una soluzione particolare per b(x) = 4x sarà del tipo ỹ(x) = ax+ b,
e imponendo che ỹ′′ + 4ỹ′ + 4ỹ = 4x si ottiene 0 + 4a + 4(ax + b) = 4x, ovvero 4ax + 4(a + b) = 4a, ovvero
4a = 4 e 4(a + b) = 0, ovvero (a, b) = (1,−1). Pertanto tutte le soluzioni della prima equazione differenziale
sono y(x) = Ae−2x + Bxe−2x + x − 1, con A,B ∈ R. Imponiamo ora che y′(0) = −4: poiché la derivata è
y′(x) = −2Ae−2x + B(1 − 2x)e−2x + 1, la condizione risulta y′(0) = −2A + B + 1 = −4, ovvero B = 2A − 5, e
dunque le soluzioni cercate sono quelle del tipo y(x) = Ae−2x + (2A− 5)xe−2x + x− 1, con A ∈ R. • L’equazione
differenziale y′ = (2x− 1)(2y − 1) è del primo ordine, e può essere vista sia nella forma a variabili separabili sia
nella forma lineare: proviamo a risolverla in entrambi i modi, verificando che si trova la stessa famiglia di soluzioni.
(1) Interpretandola come variabili separabili, da 1

2y−1
dy = (2x− 1) dx si ottiene 1

2
log |2y − 1| = x2 − x+ k con

k ∈ R, da cui log |2y−1| = 2x2−2x+2k , da cui |2y−1| = e2x2−2x+2k = e2ke2x2−2x , da cui 2y−1 = ∓e2ke2x2−2x ,

da cui finalmente la soluzione generale y = 1
2

+h e2x2−2x ove si è posto h = ∓ 1
2
e2k (anche h è dunque una costante

arbitraria in R). (2) Interpretiamola ora invece come lineare, cioè nella forma y′ + p(x) y = q(x) con p(x) =

−2(2x−1) e q(x) = −(2x−1). Poiché P (x) =
∫
p(x) dx = −2x2+2x e

∫
eP (x)q(x) dx =

∫
(−2x+1)e−2x2+2x dx =

1
2
e−2x2+2x , la soluzione generale si può scrivere come y(x) = e2x2−2x( 1

2
e−2x2+2x + k) = 1

2
+ k e2x2−2x al variare

di k ∈ R, che sono le stesse soluzioni trovate poco fa. Imponiamo anche in questo caso che y′(0) = −4: poiché

la derivata è y′(x) = k(4x − 2)e2x2−2x, la condizione risulta y′(0) = −2k = −4, ovvero k = 2, dunque l’unica

soluzione che soddisfa quanto richiesto è y(x) = 1
2

+ 2 e2x2−2x.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g.
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