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1. Si dia la definizione di inversa destra di una matrice A € My, «x,. Quando una matrice
A € My, xn possiede un’inversa destra? (si diano almeno due enunciati equivalenti).

(5 punti)
1 2 2 4
. lo 1 o2 BE .
2. Dati v = s =19 n=l3 Y=, € R°,
0 0 0 2
si consideri il sottospazio U =< v1,vo, vg >.
(a) Il vettore w appartiene a U? (2 punti)
(b) Si determini dim U. (2 punti)
(c) Si scelga una base di U fra i vettori vy, va, vs. (2 punti)

3. Si consideri I'applicazione lineare

X
. R3 — R2 x
f R Z H(y—kz)

(a) Si determini la matrice A associata a f rispetto alle basi canoniche di R? e R.
(2 punti)

(b) Si determini la matrice A’ associata a f rispetto alla base canonica di R? e alla
baseB:{(é),(i)}di]RQ. (4 punti)

(c) Si decida (motivando la risposta) se f € un’applicazione suriettiva. (2 punti)

4. Sono veri o falsi i seguenti enunciati?

a) Se una matrice A € M, «,, soddisfa A% = 0, allora A non & invertibile.
(a)

(b) Se una matrice A € M, x, soddisfa detA = 0, allora A non ¢ diagonalizzabile.

(6 punti)
5. Nello spazio euclideo R™ con il prodotto scalare canonico < -,- > si considerino due
vettori v, w € R™. Data una matrice A € M,,«,(R), si dimostri che
< v, Aw >=< ATv,w >
(5 punti)

Per ogni risposta & indispensabile fornire calcoli e spiegazioni !



Risposte
Esercizio 2:

(a) No w non appartiene a U, ad esempio perché i vettori di U hanno tutti 'ultima coor-
dinata uguale a zero. Oppure perché eseguendo l'algoritmo di Gauss sulla matrice con
le colonne v1, vo, v3, w vediamo che 'ultima colonna e dominante.

(b) dimU = 2.
(¢) {v1,v2} & una base di U.

Esercizio 3:

9 1 2 1 1
(b)A':<3 _1>'A:(3 1 _1>
2 2 2 2 2

(¢) f & un’applicazione suriettiva poiché A ha rango 2.
Esercizio 4:

(a) VERO. Se una matrice A € My, soddisfa A2 = 0, allora A non & invertibile, perché
altrimenti moltiplicando con la matrice inversa si otterrebbe A = A~!. A?2 = 0, una
contraddizione (in quanto la matrice nulla non ¢ invertibile).

0 0

Argomento alternativo. L’enunciato (a) si pud dimostrare anche cosi: Se A% = 0, allora
per il Teorema di Binet si ha (det A)?> = det A2 = 0, quindi detA = 0 e A non &
invertibile.

(Pero non ¢ vero che A? = 0 implica A = 0 ! Esempio: A2 =0 per A = ( 01 ))

(b) FALSO. Contoresempio: una matrice diagonale con uno zero sulla diagonale.

Esercizio 5:
Il prodotto scalare canonico e dato dalla moltiplicazione di matrici, ovvero per v,w € R" si
ha < v,w >=vT - w. Quindi per A € M,,»,,(R) si ottiene (ricordando che (AT)T = A):

< v, Aw >= 01 (Aw) = (WTA) - w = (AT0)T - w =< ATv,w > .

V1 wi
Dimostrazione alternativa: Se A = (aij)i<ij<n € U = : , W= : € R™, allora
Un Wn,
n n n n
<, Aw >=< ZW% A(Z wjej) >= Z viw; < e, Aej >= Z VW; Qi
i=1 j=1 ij=1 i5=1

D’altra parte, poiché ATe; & la colonna i di AT e quindi coincide con la riga i di A, anche

n n n n
< ATy, w >=< AT(Z v;€;), ijej >= Z viw; < ATe;, ej >= Z VWj i
P =1 ij=1 ij=1
da cui segue
<, Aw >=< ATv,w > .
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1. Si enunci il Teorema Spettrale. (5 punti)

2. Si consideri la seguente matrice

2 0 6

A=10 2 2

0 0 4
(a) Si determinino il polinomio caratteristico e gli autovalori di A. (2 punti)
(b) Per ogni autovalore A di A si determini una base dell’autospazio Ey. (4 punti)

(c) Sidiagonalizzi A, cioe si trovino una matrice P € GI(3,R) e una matrice diagonale
D € Msys(R) tali che P~1AP = D. (2 punti)

3. Sono veri o falsi i seguenti enunciati?

(a) Una matrice A € M3x2 non pud avere un’inversa destra. (3 punti)

(b) Se una matrice A € M, , soddisfa A? = A e X\ & un autovalore di A, allora
A e {1,0}. (3 punti)

4. Si determini la matrice associata all’applicazione lineare

I 3$1+2$2
fRESRS | a2 | — 919
T3 —4x9 + 323

rispetto alla base canonica. Inoltre si decida se f € un isomorfismo e si determini
eventualmente I'applicazione inversa. (6 punti)

5. Date due matrici A € My, xn, B € My «s, si dimostri: se AB ha rango s, allora anche
B ha rango s. (5 punti)

Per ogni risposta & indispensabile fornire calcoli e spiegazioni !



Risposte
Esercizio 2:

(a) pa = (x —2)%(x — 4) e A ha gli autovalori 2, 4.

3
(b) EQ(A) =< e1,e9 >, E4(A) =< 1 >.
1
3
(c) P hale colonne ej,eq, [ 1
1

D = Diag(2,2, 4).

Esercizio 3:

(a) VERO. Infatti una matrice ha un’inversa destra se e solo se il suo rango coincide con
il numero delle righe. Ma in questo caso il rango di A e al massimo 2 e non potra mai
coincidere con 3, il numero delle righe.

(b) VERO: esiste un autovettore v # 0 tale che \>v = A%v = Av = \v, quindi (A2 —\)v = 0
e pertanto 0 = A2 — X = A\(A — 1). Dunque X € {0,1}.

(Attenzione: non é vero che A2 = A implica A = I,, ! Esempio: A = ( 8 f >)

Esercizio 4: La matrice A associata a f ¢ invertibile (detA = 81), quindi f ¢ biiettiva con

1 2
I §$1—Qf7$2

LRI SR, o= o0 | » A2 = 3 T2
T3 %x2+%$3

Esercizio 5:

Se AB ha rango s pari al numero delle colonne di AB, allora il sistema lineare ABx = 0
ha solo la soluzione banale x = 0. Ma allora la stessa proprieta vale per il sistema lineare
Bz = 0. Quindi il rango di B & pari al numero s delle sue colonne.



