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Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO

(1) Il piano Π passa per il punto P (0, 1,−1) ed è ortogonale al vettore ~v = (2,−1, 1), mentre la retta
r passa per i punti P e Q(1, 3, 0): determinare le forme parametrica e cartesiana di Π e di r.

(2) Studiare l’andamento di f(x) = 2
√
x+ 2 −

√
|x| , e tracciarne il grafico.

(3) (a) Calcolare

∫ 1

0

e2x − ex

ex + 2
dx e

∫ π
2

0
(π − x) cos 2x dx .

(b) Disegnare S = {(x, y) : |x− 2| − 1 ≤ y ≤ log x , x ≤ 3} , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) =
y

x
− xy2 , determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, disegnando

i risultati. Trovarne i punti stazionari e eventuali punti di estremo locale.

(b) Disegnare il rettangolo Q = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2, |y| ≤ 1}, e calcolare gli estremi assoluti di
g su Q.

(5) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale y′′ − y′ − 2y = 2 − 2ex, e tutte quelle
dell’equazione differenziale (ex − 1)2y′ = exy2, dicendo se ve ne sono in comune.
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Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare. IIII Tabella sul retro IIII
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Soluzioni

MATEMATICA

(1) Il piano Π, ortogonale al vettore ~v = (2,−1, 1), ha equazione cartesiana del tipo 2x−y+z+k = 0, e il passaggio per
il punto P (0, 1,−1) dà k = 2; quanto a una forma parametrica, due vettori ortogonali a ~v (dunque paralleli a Π) e
non paralleli tra loro sono ad esempio ~w1 = (1, 2, 0) e ~w2 = (0, 1, 1), da cui Σ = {(0, 1,−1) + s(1, 2, 0) + t(0, 1, 1) :
s, t ∈ R} = {(s, 1 + 2s + t,−1 + t) : s, t ∈ R}. La retta r, passante per i punti P e Q(1, 3, 0), sarà parallela al
vettore (1, 3, 0) − (0, 1,−1) = (1, 2, 1), da cui r = {(0, 1,−1) + t(1, 2, 1) : t ∈ R} = {(t, 1 + 2t,−1 + t) : t ∈ R};
mettendo poi t = x nelle due equazioni y = 1 + 2t e z = −1 + t si ottiene la forma cartesiana come sistema delle
equazioni 2x− y + 1 = 0 e x− z − 1 = 0.

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = 2
√
x+ 2 −

√
|x| è definita per x ≥ −2, ed è derivabile infinite volte nel suo

dominio tranne che in x = −2 e x = 0 (in cui vale rispettivamente f(−2) = −
√

2 e f(0) = 2
√

2), punti nei
quali essa è di certo continua ma probabilmente (a causa delle radici) non derivabile. L’unico limite interessante
è limx→+∞ f(x), che vale +∞ (moltiplicare sopra e sotto per 2

√
x+ 2 +

√
x, poi raccogliere x sopra e

√
x sotto,

quindi semplificare). Si ha f(x) ≥ 0 quando 2
√
x+ 2 ≥

√
|x|, che nel dominio equivale a 4(x + 2) ≥ |x|, con

soluzione x ≥ − 8
5
. Poiché limx→+∞

f(x)
x

= 0, non c’è asintoto obliquo a +∞. Derivando (per x 6= −2 e x 6= 0)

si ha f ′(x) = 1√
x+2

− σ

2
√
|x|

=
2
√
|x|−σ

√
x+2

2
√
|x|(x+2)

, ove σ = signx: pertanto vale f ′(x) ≥ 0 quando 2
√
|x| ≥ σ

√
x+ 2;

quando x < 0 (cioè quando σ = −1) ciò è sempre vero, mentre quando x > 0 (cioè quando σ = 1) ciò equivale
a 4x ≥ x + 2, con soluzioni x ≥ 2

3
. Dunque f cresce in ] − 2, 0[, quindi decresce in ]0, 2

3
[, e cresce da x = 2

3

in poi: ne ricaviamo che x = 0 è un punto di massimo singolare, e che x = 2
3

è punto di minimo regolare (con

f( 2
3
) = 3

√
2
3

=
√

6 ∼ 2,4); si noti che, come previsto, si ha limx→−2 f
′(x) = limx→0 f

′(x) =∞. Infine, derivando

ancora si ottiene f ′′(x) = − 1
2
(x + 2)−

3
2 + 1

4
|x|−

3
2 , da cui f ′′(x) ≥ 0 se e solo se |x|−

3
2 ≥ 2(x + 2)−

3
2 , ovvero se e

solo se 2|x|
3
2 ≤ (x + 2)

3
2 , che equivale a 3

√
4 |x| ≤ x + 2: se x < 0 ciò dà − 2

3√4+1
≤ x < 0 (ove − 2

3√4+1
∼ −0,8),

mentre se x > 0 si ottiene 0 < x < 2
3√4−1

(ove 2
3√4−1

∼ 3,4). Pertanto, posto x1 = − 2
3√4+1

e x2 = 2
3√4−1

, si ha che

f è convessa per x1 < x < 0 e per 0 < x < x2, concava per x < x1 e x > x2, e ha due flessi nei punti x1 e x2.

(3) (a) Posto ex = t (da cui x = log t e dx = 1
t
dt) si ottiene

∫ 1

0
e2x−ex
ex+2

dx =
∫ e

1
t−1
t+2

dt =
∫ e

1
(1− 3

t+2
) dt = (t−3 log(t+

2)]e1 = (e−3 log(e+ 2))− (1−3 log 3) = e−1−3 log e+2
3
∼ 0,4. • Integrando per parti si ha

∫ π
2

0
(π−x) cos 2x dx =

((π − x) 1
2

sin 2x]
π
2
0 −

∫ π
2

0
(−1) 1

2
sin 2x dx = 0 + (− 1

4
cos 2x]

π
2
0 = 1

2
.

(b) (Figura 2) L’insieme S = {(x, y) : |x − 2| − 1 ≤ y ≤ log x , x ≤ 3} è rappresentato in figura; l’area risulta
pertanto

∫ 3

1
log x dx+

∫ 2

3
(x− 3) dx+

∫ 1

2
(1− x) dx = (x(log x − 1)]31 + ( 1

2
x2 − 3x]23 + (x− 1

2
x2]12 = (3(log 3 − 1))−

(−1) + (−4)− (− 9
2
) + ( 1

2
)− (0) = 3 log 3 − 1 ∼ 2,3.

(4) (a) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = y
x
− xy2 è dato da x 6= 0 (vanno esclusi i punti dell’asse y). Si ha

g(x, y) = y(1−x2y)
x

= 0 quando y = 0 (cioè sull’asse x) o quando y = 1
x2

(punti del grafico di ϕ(x) = 1
x2

); per il
segno, si ha y > 0 a destra dell’asse x, 1 − x2y > 0 sotto il grafico di ϕ e x > 0 sopra l’asse y, e il segno di g ne
segue per prodotto. Nei punti dell’asse y diversi dall’origine il limite vale ∓∞ (il segno dipende dal fatto che ci si
tenda da destra o da sinistra); invece nell’origine e in ∞2 il limite di g non esiste, perché tendendovi lungo l’asse
x la funzione è nulla, mentre, ad esempio, stando sulla curva y =

√
x la funzione tende in entrambi i casi a ∞.

Le derivate parziali sono ∂g
∂x

= − y
x2
− y2 e ∂g

∂y
= 1

x
− 2xy, e il sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 non dà alcuna soluzione:

dunque non vi sono punti stazionari, e in particolare nemmeno punti di estremo locale.

(b) (Figura 3) Il rettangolo Q = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2, |y| ≤ 1} è un sottoinsieme chiuso e limitato interamente
contenuto nel dominio di g, che è continua: dunque gli estremi assoluti di g su Q esistono grazie a Weierstrass.
Nei punti interni di Q tali valori non possono essere assunti, perché nessuno di essi è stazionario; dunque massimo
e minimo di g dovranno essere assunti in punti del bordo di Q. Nei quattro vertici A(1,−1), B(1, 1), C(2, 1) e
D(2,−1) di Q la funzione vale rispettivamente g(A) = −2, g(B) = 0, g(C) = − 3

2
e g(D) = − 5

2
; studiamo ora i

quattro lati senza gli estremi. Sul lato AD la funzione vale g(x,−1) = − 1
x
−x con 1 < x < 2, ma la derivata 1

x2
−1

non si annulla l̀ı e dunque non spuntano altri punti interessanti; lo stesso vale sul lato BC, in cui la funzione vale
g(x, 1) = 1

x
− x con 1 < x < 2. Sul lato AB la funzione vale g(1, y) = y − y2 con |y| < 1, e la derivata 1 − 2y

si annulla per y = 1
2
: si trova dunque il punto E(1, 1

2
), in cui vale g(E) = 1

4
. Infine, sul lato CD la funzione

1



vale g(2, y) = y
2
− 2y2 con |y| < 1, e la derivata 1

2
− 4y si annulla per y = 1

8
, da cui il punto F (2, 1

8
), in cui vale

g(F ) = 1
32

. Pertanto la questione degli estremi di g su Q è ristretta ai punti A, B, C, D, E e F : confrontando i
valori in essi di g si ricava che il massimo assoluto di g su Q è 1

4
(assunto in E) e il minimo assoluto è − 5

2
(assunto

in D).

(5) L’equazione differenziale y′′ − y′ − 2y = 2 − 2ex è lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2 − t − 2 = 0 ha soluzioni −1 e 2, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono
del tipo Ae−x + Be2x con A,B ∈ R. Una soluzione particolare per b1(x) = 2 sarà una costante ỹ1(x) = a, e
imponendo che ỹ′′1 − ỹ′1 − 2ỹ1 = 2 si ottiene subito a = −1. Una soluzione particolare per b2(x) = −2ex sarà
del tipo ỹ2(x) = aex, e imponendo che ỹ′′2 − ỹ′2 − 2ỹ2 = −2ex si ottiene −2aex = −2ex, ovvero a = 1, da cui
ỹ2(x) = ex. Pertanto tutte le soluzioni della prima equazione differenziale sono y(x) = Ae−x +Be2x + ex − 1, con
A,B ∈ R. • L’equazione differenziale (ex − 1)2y′ = exy2 è del primo ordine a variabili separabili. Separando le

variabili essa diventa y−2 dy = ex

(ex−1)2
dx, da cui integrando si ottiene − 1

y
= − 1

ex−1
+ k = − 1+k(ex−1)

ex−1
al variare

di k ∈ R, da cui infine y = ex−1
1+k(ex−1)

al variare di k ∈ R. • Confrontando i due insiemi di soluzioni, è chiaro che

l’unica in comune tra le due equazioni differenziali è y(x) = ex − 1, ottenuta per A = B = k = 0.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g; il

rettangolo Q (azzurro).

2



STATISTICA

3



4



5


