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Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) (24/06/2011)

Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR · · · · · · A-E / F-O / P-Z

Tema A

*** Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in seguito i punti (b). *** IIII Test a quiz sul retro IIII

(1) (a) Nello spazio cartesiano determinare, in forma parametrica e cartesiana, il piano Π passante
per i punti A(0, 1,−1) e B(2,−1, 0) e parallelo al vettore ~v = (1,−2, 3); e la retta r passante
per i punti A e C(−1, 0, 4).

(b) Tra i punti di Π che stanno sul piano orizzontale z = 0, qual’è quello più vicino a C?

(2) (a) Studiare l’andamento di f(x) = 2 arctg x +
1

2x2
, e tracciarne il grafico.(1)

(b) Calcolare il limite lim
x→0+

f(x) sinα(x) al variare di α ∈ R.

(3) (a) Calcolare

∫ √
3

1
x f(x) dx , dove f(x) è la funzione dell’ex. 2.

(b) Disegnare S = {(x, y) : |x− 3| − 2 ≤ y ≤ log x , |x| ≤ 5 } , e calcolarne l’area.

(4) Data g(x, y) =
x− 2

x− y2 − y
, determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, disegnando

i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali. Determinare il piano tangente
al grafico di g sopra il punto (x0, y0) = (−1, 0). Come sono fatte le curve di livello di g?

(5) (a) Trovare tutte le soluzioni y(x) dell’equazione differenziale 4y′′ + 4y′ + y = 3 − 5 sinx , e
tutte le soluzioni dell’equazione differenziale (x+ 1)y′ = 2x− y .

(b) Quali delle precedenti soluzioni hanno un punto di massimo locale in x = 0?

(1)Per lo studio di zeri e segno sarà utile un confronto grafico. Non è richiesto lo studio della convessità.
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Matematica e Statistica (A-E)

Prova di STATISTICA (A-E) - Gobbi (24/06/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema A

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma (24/06/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema A

*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti ! *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Tema A - Soluzioni

MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z)

(1) (a) Il piano Π passante per i punti A(0, 1,−1) e B(2,−1, 0) e parallelo al vettore ~v = (1,−2, 3) sarà parallelo anche
al vettore (2,−1, 0)− (0, 1,−1) = (2,−2, 1), dunque una sua forma parametrica è Π = {(0, 1,−1) + s(1,−2, 3) +
t(2,−2, 1) : s, t ∈ R} = {(s + 2t, 1 − 2s − 2t,−1 + 3s + t) : s, t ∈ R}; da (x, y) = (s + 2t, 1 − 2s − 2t) si ricava
s = 1−x− y e t = 1

2
(−1 + 2x+ y), che messi in z = −1 + 3s+ t danno la forma cartesiana 4x+ 5y+ 2z− 3 = 0. •

La retta r passante per i punti A e C(−1, 0, 4) sarà parallela al vettore (0, 1,−1)− (−1, 0, 4) = (1, 1,−5), dunque
una forma parametrica è r = {(0, 1,−1) + t(1, 1,−5) : t ∈ R} = {(t, 1 + t,−1− 5t) : t ∈ R}; sostituendo t = x in
(y, z) = (1 + t,−1− 5t) si ottiene una forma cartesiana data dal sistema tra x− y + 1 = 0 e 5x+ z + 1 = 0.

(b) I punti di Π sono del tipo (s + 2t, 1 − 2s − 2t,−1 + 3s + t) al variare di s, t ∈ R; quelli che stanno sul piano
orizzontale z = 0 soddisfano a −1+3s+t = 0, ovvero t = 1−3s, dunque sono quelli del tipo P (s) = (2−5s, 4s−1, 0)
al variare di s ∈ R. La distanza di P (s) da C(−1, 0, 4) è d(s) =

√
(2− 5s− (−1))2 + (4s− 1− (0))2 + (0− 4)2 =√

41s2 − 38s+ 26; la derivata d′(s) = 41s−19√
41s2−38s+26

è ≥ 0 per s ≥ 19
41

, dunque il punto di minima distanza cercato

si ottiene quando s = 19
41

, ovvero P ( 19
41

) = (− 13
41
, 35

41
, 0).

(2) (a) (Figura 1) La funzione f(x) = 2 arctg x + 1
2x2

è definita per x 6= 0, ed è derivabile infinite volte nel suo
dominio; non ha parità ne’ periodicità. Si ha f(x) = 0 se e solo se arctg x = − 1

4x2
; un confronto grafico tra

l’arcotangente arctg x e la potenza − 1
4x2

= − 1
4
x−2 mostra chiaramente che esiste un unico punto α ∈ ] − 1, 0[

tale che ciò vale se e solo se x = α. Similmente si ha f(x) > 0 se e solo se arctg x > − 1
4x2

, e il confronto grafico
mostra che ciò vale se e solo se α < x < 0 oppure x > 0. I limiti interessanti sono tutti determinati, e valgono
limx→∓∞ f(x) = ∓π e limx→0 f(x) = +∞; pertanto x = 0 è asintoto verticale bilatero, e y = ∓π è asintoto

orizzontale a ∓∞. Derivando si ottiene f ′(x) = 2
x2+1

− 1
x3

= 2x3−x2−1
x3(x2+1)

: una evidente radice di 2x3 − x2 − 1 è

x = 1, e dividendo con Ruffini si ottiene 2x3 − x2 − 1 = (x − 1)(2x2 + x + 1). Ne ricaviamo che vale f ′(x) = 0
se e solo se x = 1, e f ′(x) > 0 se e solo se x < 0 oppure x > 1: pertanto x = 1 è un punto di minimo, con
f(1) = 2 arctg 1 + 1

2
= π+1

2
∼ 2, 0.

(b) Il limite limx→0+ f(x) sinα(x), quando α ≤ 0 è determinato e vale +∞; invece per α > 0 è in forma ∞ · 0.

Occupiamoci dunque di questo caso. Si ha f(x) sinα(x) = 2 arctg x sinα(x) + 1
2

sinα(x)

x2
: il primo addendo tende

a zero, mentre il limite del secondo (in forma 0
0
) si può scrivere come 1

2
( sin x

x
)2 sinα−2(x), e ricordando il limite

notevole limx→0
sin x
x

= 1 si conclude che se α − 2 < 0 tende a +∞, se α − 2 = 0 tende a 1
2

mentre se α − 2 > 0
tende a 0+. Ricapitolando, il limite cercato vale +∞ se α < 2; vale 1

2
se α = 2; e vale 0+ se se α > 2.

(3) (a) Integrando per parti si ha
∫
x f(x) dx =

∫
2x arctg x dx + 1

2

∫
1
x
dx = x2 arctg x −

∫
x2 1

x2+1
dx + 1

2
log |x| +

k = x2 arctg x −
∫

(1 − 1
x2+1

) dx + 1
2

log |x| + k = (x2 + 1) arctg x − x + 1
2

log |x| + k, dunque
∫√3

1
x f(x) dx =

(4 arctg
√

3 −
√

3 + 1
2

log
√

3)− (2 arctg 1 − 1 + 1
2

log 1) = 5
6
π + 1

4
log 3−

√
3 + 1 ∼ 2,2.

(b) (Figura 2) L’intersezione tra i grafici y = log x e y = |x− 3| − 2 che ci interessa (dunque quando quest’ultimo
diventa la retta y = 1−x) avviene per x = 1, dunque la zona di piano S = {(x, y) : |x−3|−2 ≤ y ≤ log x , |x| ≤ 5 }
ha area

∫ 5

1
log x dx+

∫ 3

5
(x− 5) dx+

∫ 1

3
(1− x) dx = (x(log x − 1)]51 + ( 1

2
x2 − 5x]35 + (x− 1

2
x2]13+ = (5(log 5 − 1))−

(−1) + (− 21
2

)− (− 25
2

) + ( 1
2
)− (− 3

2
) = 5 log 5 ∼ 8, 0.

(4) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = x−2
x−y2−y è tutto il piano R2 meno i punti della parabola x = y2 + y. Si ha

g(x, y) = 0 sui punti della retta verticale x = 2, tranne ovviamente i punti P (2, 1) e Q(2,−2) (intersezioni tra
retta e parabola) che sono esclusi dal dominio. Il numeratore x− 2 è positivo a destra della retta x = 2 e negativo
a sinistra, il denominatore x− y2 − y è positivo all’interno della parabola e negativo all’esterno, e il segno di g ne
segue per quoziente. La funzione g è differenziabile (in particolare continua) in ogni punto del dominio, in quanto le

derivate parziali ∂g
∂x

= 1(x−y2−y)−1(x−2)

(x−y2−y)2
= 2−y2−y

(x−y2−y)2
e ∂g

∂y
= −(x−2) −2y−1

(x−y2−y)2
= (x−2)(2y+1)

(x−y2−y)2
risultano continue.

Per quanto riguarda i limiti interessanti, nei punti della parabola diversi da P e Q il limite vale ∓∞, col segno che
dipende dal fatto che si tenda al punto da fuori o da dentro la parabola (vedi Figura 3); invece in P , Q e ∞2 il
limite non esiste, perché tendendovi ad esempio lungo la retta x = 2 si tende a 0 mentre avvicinandosi alla parabola
la funzione diventa arbitrariamente grande. Dal sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 si ricavano i soli punti P e Q, che però non

sono accettabili in quanto fuori dal dominio: non vi sono dunque punti stazionari, in particolare nessun estremante
locale. Il piano tangente al grafico di g sopra (−1, 0) è z = g(−1, 0) + ∂g

∂x
(−1, 0) · (x− (−1)) + ∂g

∂y
(−1, 0) · (y− (0)),
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ovvero 2x − 3y − z + 5 = 0. Infine, esaminiamo le curve di livello g(x, y) = k al variare di k ∈ R: si ricava
x− 2 = k(x− y2 − y) ovvero (k − 1)x = k(y2 + y)− 2. Se k = 0 si ricava (come già noto, dallo studio degli zeri)
la retta x = 2; se k = 1 si ottiene y2 + y − 2 = 0 ovvero l’unione delle due rette orizzontali y = 1 e y = −2; negli
altri casi si ha invece x = 1

k−1
(ky2 + ky − 2), che è un fascio di parabole dipendenti da k, tutte passanti per P e

Q (punti che però restano esclusi da tali curve di livello in quanto fuori dal dominio di g).

(5) (a) L’equazione differenziale 4y′′ + 4y′ + y = 3 − 5 sinx è del secondo ordine, lineare a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica 4t2 +4t+1 = 0 ha soluzione doppia t = − 1

2
, dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione

omogenea associata è y(x) = Ae−
x
2 + Bxe−

x
2 = (A + Bx)e−

x
2 al variare di A,B ∈ R. Una soluzione particolare

per la completa con 3 è la costante ỹ1(x) ≡ 3; una soluzione particolare per la completa con −5 sinx avrà la forma
ỹ2(x) = a cosx + b sinx, e il calcolo dà (a, b) = ( 4

5
, 3

5
); dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione completa è

y(x) = (A+Bx)e−
x
2 +3+ 1

5
(4 cosx+3 sinx) al variare di A,B ∈ R. • L’equazione differenziale (x+1)y′ = 2x−y

è lineare del primo ordine. Limitandosi da subito al caso x > −1 e dividendo per x+ 1 si ottiene la forma normale
y′ + p(x) y = q(x) con p(x) = 1

x+1
e q(x) = 2x

x+1
: essendo P (x) =

∫
p(x)x = log(x + 1) e

∫
eP (x)q(x) dx = x2 si

ha che le soluzioni per x > −1 sono del tipo y(x) = 1
x+1

(x2 + k) = x2+k
x+1

al variare di k ∈ R. Di queste, l’unica
estendibile anche in x = 0 è quella con k = −1, ovvero y(x) = x− 1.

(b) Ricordiamo che, se una funzione ϕ(x) è derivabile due volte con continuità in x = 0, condizione necessaria
affinché ϕ abbia un punto di massimo locale in x = 0 è che ϕ′(0) = 0 e ϕ′′(0) ≤ 0; se inoltre ϕ′′(0) < 0 allora
la condizione è anche sufficiente, mentre il caso in cui ϕ′(0) = ϕ′′(0) = 0 va verificato a parte (ad esempio, se
in quest’ultimo caso si ha che ϕ′′′(0) 6= 0 allora x = 0 non è un punto ne’ di massimo ne’ di minimo locale,
ma solo di flesso orizzontale). • Le derivate della soluzione generale della prima equazione differenziale sono
y′(x) = (B− 1

2
A− 1

2
Bx)e−

x
2 + 1

5
(3 cosx− 4 sinx) e y′′(x) = (−B+ 1

4
A+ 1

4
Bx)e−

x
2 − 1

5
(4 cosx+ 3 sinx), dunque

la condizione necessaria y′(0) = 0 e y′′(0) ≤ 0 dà (B − 1
2
A) + 3

5
= 0 e (−B + 1

4
A) − 4

5
≤ 0, ovvero B = 1

2
A − 3

5

e A ≤ − 4
5
; se y′′(0) < 0 (cioè se A < − 4

5
) la condizione è anche sufficiente, mentre nel caso A = − 4

5
si dimostra

direttamente che y′′′(0) 6= 0, dunque x = 0 non è estremante locale (si tratta di un flesso orizzontale). • Le derivate

della soluzione generale della prima equazione differenziale sono y′(x) = x2+2x−k
(x+1)2

e y′′(x) = 2+2k
(x+1)3

, dunque la

condizione necessaria y′(0) = 0 e y′′(0) ≤ 0 dà k = 0 e 2 + 2k ≤ 0, assurdo. Dunque nessuna soluzione soddisfa
alla richiesta.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g.
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Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) (24/06/2011)

Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR · · · · · · A-E / F-O / P-Z

Tema B

*** Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in seguito i punti (b). *** IIII Test a quiz sul retro IIII

(1) (a) Sono dati, nello spazio cartesiano tridimensionale, il vettore ~v = (1,−2, 3) e i puntiA(2,−1, 0),
B(0, 1,−1) e C(−1, 0, 4). Determinare, in forma parametrica e cartesiana, il piano Π pas-
sante per A e B e parallelo a ~v; e la retta r passante per i punti B e C.

(b) Tra i punti di Π che stanno sul piano orizzontale z = 0, qual’è quello più vicino a C?

(2) (a) Studiare l’andamento di f(x) =
1

2x2
+ 2 arctg x , e tracciarne il grafico.(1)

(b) Calcolare il limite lim
x→0+

f(x) sinα(x) al variare di α ∈ R.

(3) (a) Calcolare

∫ √
3

1
x f(x) dx , dove f(x) è la funzione dell’ex. 2.

(b) Disegnare S = {(x, y) : |x− 3| − 2 ≤ y ≤ log x , |x| ≤ 5 } , e calcolarne l’area.

(4) Data g(x, y) =
x− 2

x− y2 − y
, determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, disegnando

i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali. Determinare il piano tangente
al grafico di g sopra il punto (x0, y0) = (−1, 0). Come sono fatte le curve di livello di g?

(5) (a) Trovare tutte le soluzioni y(x) dell’equazione differenziale 4y′′ + 4y′ + y = 3 − 5 sinx , e
tutte le soluzioni dell’equazione differenziale (x+ 1)y′ = 2x− y .

(b) Quali delle precedenti soluzioni hanno un punto di massimo locale in x = 0?

(1)Per lo studio di zeri e segno sarà utile un confronto grafico. Non è richiesto lo studio della convessità.
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Matematica e Statistica (A-E)

Prova di STATISTICA (A-E) - Gobbi (24/06/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema B

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** IIII Test a quiz sul retro IIII

1



Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma (24/06/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema B

*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti ! *** IIII Test a quiz sul retro IIII

1
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Tema B - Soluzioni

MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z)

(1) (a) Il piano Π passante per i punti A(2,−1, 0) e B(0, 1,−1) e parallelo al vettore ~v = (1,−2, 3) sarà parallelo anche
al vettore (2,−1, 0)− (0, 1,−1) = (2,−2, 1), dunque una sua forma parametrica è Π = {(0, 1,−1) + s(1,−2, 3) +
t(2,−2, 1) : s, t ∈ R} = {(s + 2t, 1 − 2s − 2t,−1 + 3s + t) : s, t ∈ R}; da (x, y) = (s + 2t, 1 − 2s − 2t) si ricava
s = 1−x− y e t = 1

2
(−1 + 2x+ y), che messi in z = −1 + 3s+ t danno la forma cartesiana 4x+ 5y+ 2z− 3 = 0. •

La retta r passante per i punti B e C(−1, 0, 4) sarà parallela al vettore (0, 1,−1)− (−1, 0, 4) = (1, 1,−5), dunque
una forma parametrica è r = {(0, 1,−1) + t(1, 1,−5) : t ∈ R} = {(t, 1 + t,−1− 5t) : t ∈ R}; sostituendo t = x in
(y, z) = (1 + t,−1− 5t) si ottiene una forma cartesiana data dal sistema tra x− y + 1 = 0 e 5x+ z + 1 = 0.

(b) I punti di Π sono del tipo (s + 2t, 1 − 2s − 2t,−1 + 3s + t) al variare di s, t ∈ R; quelli che stanno sul piano
orizzontale z = 0 soddisfano a −1+3s+t = 0, ovvero t = 1−3s, dunque sono quelli del tipo P (s) = (2−5s, 4s−1, 0)
al variare di s ∈ R. La distanza di P (s) da C(−1, 0, 4) è d(s) =

√
(2− 5s− (−1))2 + (4s− 1− (0))2 + (0− 4)2 =√

41s2 − 38s+ 26; la derivata d′(s) = 41s−19√
41s2−38s+26

è ≥ 0 per s ≥ 19
41

, dunque il punto di minima distanza cercato

si ottiene quando s = 19
41

, ovvero P ( 19
41

) = (− 13
41
, 35

41
, 0).

(2) (a) (Figura 1) La funzione f(x) = 1
2x2

+ 2 arctg x è definita per x 6= 0, ed è derivabile infinite volte nel suo
dominio; non ha parità ne’ periodicità. Si ha f(x) = 0 se e solo se arctg x = − 1

4x2
; un confronto grafico tra

l’arcotangente arctg x e la potenza − 1
4x2

= − 1
4
x−2 mostra chiaramente che esiste un unico punto α ∈ ] − 1, 0[

tale che ciò vale se e solo se x = α. Similmente si ha f(x) > 0 se e solo se arctg x > − 1
4x2

, e il confronto grafico
mostra che ciò vale se e solo se α < x < 0 oppure x > 0. I limiti interessanti sono tutti determinati, e valgono
limx→∓∞ f(x) = ∓π e limx→0 f(x) = +∞; pertanto x = 0 è asintoto verticale bilatero, e y = ∓π è asintoto

orizzontale a ∓∞. Derivando si ottiene f ′(x) = 2
x2+1

− 1
x3

= 2x3−x2−1
x3(x2+1)

: una evidente radice di 2x3 − x2 − 1 è

x = 1, e dividendo con Ruffini si ottiene 2x3 − x2 − 1 = (x − 1)(2x2 + x + 1). Ne ricaviamo che vale f ′(x) = 0
se e solo se x = 1, e f ′(x) > 0 se e solo se x < 0 oppure x > 1: pertanto x = 1 è un punto di minimo, con
f(1) = 2 arctg 1 + 1

2
= π+1

2
∼ 2, 0.

(b) Il limite limx→0+ f(x) sinα(x), quando α ≤ 0 è determinato e vale +∞; invece per α > 0 è in forma ∞ · 0.

Occupiamoci dunque di questo caso. Si ha f(x) sinα(x) = 2 arctg x sinα(x) + 1
2

sinα(x)

x2
: il primo addendo tende

a zero, mentre il limite del secondo (in forma 0
0
) si può scrivere come 1

2
( sin x

x
)2 sinα−2(x), e ricordando il limite

notevole limx→0
sin x
x

= 1 si conclude che se α − 2 < 0 tende a +∞, se α − 2 = 0 tende a 1
2

mentre se α − 2 > 0
tende a 0+. Ricapitolando, il limite cercato vale +∞ se α < 2; vale 1

2
se α = 2; e vale 0+ se se α > 2.

(3) (a) Integrando per parti si ha
∫
x f(x) dx =

∫
2x arctg x dx + 1

2

∫
1
x
dx = x2 arctg x −

∫
x2 1

x2+1
dx + 1

2
log |x| +

k = x2 arctg x −
∫

(1 − 1
x2+1

) dx + 1
2

log |x| + k = (x2 + 1) arctg x − x + 1
2

log |x| + k, dunque
∫√3

1
x f(x) dx =

(4 arctg
√

3 −
√

3 + 1
2

log
√

3)− (2 arctg 1 − 1 + 1
2

log 1) = 5
6
π + 1

4
log 3−

√
3 + 1 ∼ 2,2.

(b) (Figura 2) L’intersezione tra i grafici y = log x e y = |x− 3| − 2 che ci interessa (dunque quando quest’ultimo
diventa la retta y = 1−x) avviene per x = 1, dunque la zona di piano S = {(x, y) : |x−3|−2 ≤ y ≤ log x , |x| ≤ 5 }
ha area

∫ 5

1
log x dx+

∫ 3

5
(x− 5) dx+

∫ 1

3
(1− x) dx = (x(log x − 1)]51 + ( 1

2
x2 − 5x]35 + (x− 1

2
x2]13+ = (5(log 5 − 1))−

(−1) + (− 21
2

)− (− 25
2

) + ( 1
2
)− (− 3

2
) = 5 log 5 ∼ 8, 0.

(4) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = x−2
x−y2−y è tutto il piano R2 meno i punti della parabola x = y2 + y. Si ha

g(x, y) = 0 sui punti della retta verticale x = 2, tranne ovviamente i punti P (2, 1) e Q(2,−2) (intersezioni tra
retta e parabola) che sono esclusi dal dominio. Il numeratore x− 2 è positivo a destra della retta x = 2 e negativo
a sinistra, il denominatore x− y2 − y è positivo all’interno della parabola e negativo all’esterno, e il segno di g ne
segue per quoziente. La funzione g è differenziabile (in particolare continua) in ogni punto del dominio, in quanto le

derivate parziali ∂g
∂x

= 1(x−y2−y)−1(x−2)

(x−y2−y)2
= 2−y2−y

(x−y2−y)2
e ∂g

∂y
= −(x−2) −2y−1

(x−y2−y)2
= (x−2)(2y+1)

(x−y2−y)2
risultano continue.

Per quanto riguarda i limiti interessanti, nei punti della parabola diversi da P e Q il limite vale ∓∞, col segno che
dipende dal fatto che si tenda al punto da fuori o da dentro la parabola (vedi Figura 3); invece in P , Q e ∞2 il
limite non esiste, perché tendendovi ad esempio lungo la retta x = 2 si tende a 0 mentre avvicinandosi alla parabola
la funzione diventa arbitrariamente grande. Dal sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 si ricavano i soli punti P e Q, che però non

sono accettabili in quanto fuori dal dominio: non vi sono dunque punti stazionari, in particolare nessun estremante
locale. Il piano tangente al grafico di g sopra (−1, 0) è z = g(−1, 0) + ∂g

∂x
(−1, 0) · (x− (−1)) + ∂g

∂y
(−1, 0) · (y− (0)),

1



ovvero 2x − 3y − z + 5 = 0. Infine, esaminiamo le curve di livello g(x, y) = k al variare di k ∈ R: si ricava
x− 2 = k(x− y2 − y) ovvero (k − 1)x = k(y2 + y)− 2. Se k = 0 si ricava (come già noto, dallo studio degli zeri)
la retta x = 2; se k = 1 si ottiene y2 + y − 2 = 0 ovvero l’unione delle due rette orizzontali y = 1 e y = −2; negli
altri casi si ha invece x = 1

k−1
(ky2 + ky − 2), che è un fascio di parabole dipendenti da k, tutte passanti per P e

Q (punti che però restano esclusi da tali curve di livello in quanto fuori dal dominio di g).

(5) (a) L’equazione differenziale 4y′′ + 4y′ + y = 3 − 5 sinx è del secondo ordine, lineare a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica 4t2 +4t+1 = 0 ha soluzione doppia t = − 1

2
, dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione

omogenea associata è y(x) = Ae−
x
2 + Bxe−

x
2 = (A + Bx)e−

x
2 al variare di A,B ∈ R. Una soluzione particolare

per la completa con 3 è la costante ỹ1(x) ≡ 3; una soluzione particolare per la completa con −5 sinx avrà la forma
ỹ2(x) = a cosx + b sinx, e il calcolo dà (a, b) = ( 4

5
, 3

5
); dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione completa è

y(x) = (A+Bx)e−
x
2 +3+ 1

5
(4 cosx+3 sinx) al variare di A,B ∈ R. • L’equazione differenziale (x+1)y′ = 2x−y

è lineare del primo ordine. Limitandosi da subito al caso x > −1 e dividendo per x+ 1 si ottiene la forma normale
y′ + p(x) y = q(x) con p(x) = 1

x+1
e q(x) = 2x

x+1
: essendo P (x) =

∫
p(x)x = log(x + 1) e

∫
eP (x)q(x) dx = x2 si

ha che le soluzioni per x > −1 sono del tipo y(x) = 1
x+1

(x2 + k) = x2+k
x+1

al variare di k ∈ R. Di queste, l’unica
estendibile anche in x = 0 è quella con k = −1, ovvero y(x) = x− 1.

(b) Ricordiamo che, se una funzione ϕ(x) è derivabile due volte con continuità in x = 0, condizione necessaria
affinché ϕ abbia un punto di massimo locale in x = 0 è che ϕ′(0) = 0 e ϕ′′(0) ≤ 0; se inoltre ϕ′′(0) < 0 allora
la condizione è anche sufficiente, mentre il caso in cui ϕ′(0) = ϕ′′(0) = 0 va verificato a parte (ad esempio, se
in quest’ultimo caso si ha che ϕ′′′(0) 6= 0 allora x = 0 non è un punto ne’ di massimo ne’ di minimo locale,
ma solo di flesso orizzontale). • Le derivate della soluzione generale della prima equazione differenziale sono
y′(x) = (B− 1

2
A− 1

2
Bx)e−

x
2 + 1

5
(3 cosx− 4 sinx) e y′′(x) = (−B+ 1

4
A+ 1

4
Bx)e−

x
2 − 1

5
(4 cosx+ 3 sinx), dunque

la condizione necessaria y′(0) = 0 e y′′(0) ≤ 0 dà (B − 1
2
A) + 3

5
= 0 e (−B + 1

4
A) − 4

5
≤ 0, ovvero B = 1

2
A − 3

5

e A ≤ − 4
5
; se y′′(0) < 0 (cioè se A < − 4

5
) la condizione è anche sufficiente, mentre nel caso A = − 4

5
si dimostra

direttamente che y′′′(0) 6= 0, dunque x = 0 non è estremante locale (si tratta di un flesso orizzontale). • Le derivate

della soluzione generale della prima equazione differenziale sono y′(x) = x2+2x−k
(x+1)2

e y′′(x) = 2+2k
(x+1)3

, dunque la

condizione necessaria y′(0) = 0 e y′′(0) ≤ 0 dà k = 0 e 2 + 2k ≤ 0, assurdo. Dunque nessuna soluzione soddisfa
alla richiesta.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g.
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STATISTICA (A-E) - Gobbi
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STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma

7



8



9


