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Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) (23/09/2011)

Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR · · · · · · A-E / F-O / P-Z

IIII Test a quiz sul retro IIII

(1) Nello spazio cartesiano sono dati i punti A(0, 1, 0), B(1, 2,−2) e C(−1, 0,−3): determinare,
in forma parametrica e cartesiana, il piano Π passante per essi e la retta r passante per B e
ortogonale al piano x = y. Calcolare infine l’area e l’angolo di vertice A del triangolo ABC.

(2) Studiare l’andamento di f(x) =
sin 2x

1 + sinx
, e tracciarne il grafico.

(3) (a) Calcolare

∫ π
2

0
f(x) dx e

∫ π
2

0
x(1 + sinx)f(x) dx , dove f(x) è la funzione dell’ex. 2.

(b) Disegnare S = {(x, y) : |x− 1| − 1 ≤ y ≤
√
x + 2 , x + y ≤ 4 } , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) = (x + 1)(x2 + y2 − 2x− 7) , determinarne dominio, zeri, segno e limiti in-
teressanti, disegnando i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali.
Calcolarne anche il piano tangente al grafico nel punto P (0,−2).

(b) Calcolare gli estremi assoluti di g sul disco pieno D di centro l’origine e raggio 2.(1)

(5) Trovare tutte le soluzioni y(x) dell’equazione differenziale y′′ + y = x2 − 4ex , e tutte quelle
dell’equazione differenziale (x + 2)y′ + (x− 1)y2 = 0 . Quali di queste soluzioni soddisfano alle
condizioni y(0) = −1 e y′(0) = 1

2 ?

(1)La circonferenza che fa da bordo al disco D può essere descritta come (2 cos θ, 2 sin θ) al variare di θ ∈ [−π, π].
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Matematica e Statistica (A-E)

Prova di STATISTICA (A-E) - Gobbi (23/09/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma (23/09/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti ! *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Soluzioni

MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z)

(1) Il piano Π passante per A(0, 1, 0), B(1, 2,−2) e C(−1, 0,−3) sarà parallelo ai vettori ~u = (1, 2,−2) − (0, 1, 0) =
(1, 1,−2) (quello da A a B) e ~v = (−1, 0,−3) − (0, 1, 0) = (−1,−1,−3) (quello da A a C), dunque una forma
parametrica è Π = {(0, 1, 0) + s(1, 1,−2) + t(−1,−1,−3) : s, t ∈ R} = {(s − t, 1 + s − t,−2s − 3t) : s, t ∈ R};
eliminando i parametri (o usando la nota fomula del piano per tre punti) si ottiene poi la forma cartesiana
x − y + 1 = 0. La retta r passante per B e ortogonale al piano x = y (cioè x − y = 0) sarà parallela al vettore
(1,−1, 0), dunque ha forma parametrica r = {(1, 2,−2) + t(1,−1, 0) : t ∈ R} = {(1 + t, 2 − t,−2) : t ∈ R};
eliminando il parametro si ottiene una forma cartesiana facendo il sistema tra le equazioni x+y = 3 e z = −2. • Il
triangolo ABC può essere visto come la metà del parallelogramma generato da ~u (vettore da A a B) e ~v (vettore
da A a C): essendo ~v ∧ ~w = (−5, 5, 0) tale parallelogramma ha area ‖~v ∧ ~w‖ =

√
(−5)2 + (5)2 + (0)2 = 5

√
2,

dunque il triangolo ABC ha area 5
2

√
2. Notiamo poi che l’angolo θA di vertice A è quello individuato dai vettori

~u e ~v, dunque si ha la relazione cos θA = ~u·~v
‖~u‖ ‖~v‖ = 4√

66
∼ 0,5, da cui θA = arccos( 4√

66
) (angolo acuto vicino a π

3
).

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = sin 2x
1+sin x

è definita per sinx 6= −1, ovvero x 6= 3π
2

+2kπ con k ∈ Z; essa è periodica di

periodo 2π, e per lo studio converrà allora scegliere l’intervallo ]− π
2
, 3π

2
[; non ha parità, ed è derivabile infinite volte

nel suo dominio. I limiti interessanti sono limx→−π
2

+ f(x) = −∞ e lim
x→ 3π

2
− f(x) = +∞. Si ha f(x) = 0 se e solo

se sin 2x = 0, ovvero 2x = kπ, dunque nel nostro intervallo in x = 0, x = π
2

e x = π. Nel dominio il denominatore
è sempre > 0, dunque vale f(x) > 0 quando sin 2x > 0, il che si ha per 2kπ < 2x < π+2kπ, dunque nel nostro caso

per 0 < x < π
2

o per π < x < 3π
2

. Derivando e facendo i conti si ottiene f ′(x) = − 2(sin2 x+sin x−1)
1+sin x

; vale dunque

f ′(x) = 0 quando sin2 x+sinx−1 = 0, il che accade quando sinx =
√

5−1
2

, dunque per x = x1 := arcsin
√

5−1
2
∼ 0,7

oppure x = x2 := π − arcsin
√

5−1
2
∼ 2,5; e f ′(x) > 0 quando sin2 x + sinx − 1 < 0, vero quando sinx <

√
5−1
2

,
dunque per −π

2
< x < x1 oppure per x2 < x < 3π

2
. Ne ricaviamo che x1 e x2 sono rispettivamente punti di

massimo e minimo locale, con f(x1) ∼ 0,6 e f(x2) = −f(x1) ∼ −0,6. Derivando ulteriormente, a conti fatti si ha

f ′′(x) = 2(sin2 x+2 sin x+2) cos x

(1+sin x)2
, dunque f ′′(x) ≥ 0 se e solo se cosx ≥ 0: pertanto si ha un flesso in π

2
, con f(π

2
) = 0

e f ′(π
2

) = −1.

(3) (a) Posto t = sinx (da cui dt = cosx dx) e ricordato che sin 2x = 2 sinx cosx, vale
∫ π

2
0

sin 2x
1+sin x

dx =
∫ 1

0
2t
t+1

dt =

2
∫ 1

0
(1 − 1

t+1
) dt = 2(t − log |t + 1|]10 = 2((1 − log 2) − (0)) = 2(1 − log 2) ∼ 0,6. • Vale

∫ π
2

0
x(1 + sinx)f(x) dx =∫ π

2
0
x sin 2x dx = (x(− 1

2
cos 2x)]

π
2
0 −

∫ π
2

0
(− 1

2
cos 2x) dx = (π

4
)− (0) + ( 1

4
sin 2x]

π
2
0 = π

4
∼ 0,75.

(b) (Figura 2) La zona di piano S = {(x, y) : |x−1|−1 ≤ y ≤
√
x+ 2 , x+y ≤ 4 } è quella in figura, dunque ha area∫ 2

−1

√
x+ 2 dx+

∫ 3

2
(4−x) dx+

∫ 1

3
(x−2) dx+

∫ −1

1
(−x) dx = ( 2

3
(x+2)

3
2 ]2−1 +(4x− 1

2
x2]32 +( 1

2
x2−2x]13 +(− 1

2
x2]−1

1 =

( 16
3

)− ( 2
3
) + ( 15

2
)− (6) + (− 3

2
)− (− 3

2
) + (− 1

2
)− (− 1

2
) = 37

6
∼ 6,1.

(4) (Figura 3) La funzione g(x, y) = (x+ 1)(x2 + y2 − 2x− 7) ha come dominio tutto il piano R2, ed è differenziabile
perché le sue derivate parziali ∂g

∂x
= 3x2 + y2 − 2x − 9 e ∂g

∂y
= 2(x + 1)y sono evidentemente continue. Si ha

g(x, y) = 0 sui punti della circonferenza x2 + y2 − 2x − 7 = 0 (centro (1, 0) e raggio 2
√

2) e della retta verticale
x = −1. Il fattore x + 1 è positivo a destra della retta x = −1 e negativo a sinistra, il fattore x2 + y2 − 2x − 7
è positivo all’esterno della circonferenza e negativo all’interno, e il segno di g ne segue per prodotto. L’unico
limite interessante è quello in ∞2, che non esiste: infatti tendendovi lungo la retta x = −1 la funzione è nulla,
mentre ad esempio tendendovi lungo l’asse y la funzione tende a +∞. Dal sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 si ricavano i punti

stazionari P (−1, 2), Q(−1,−2), A(0, 2
√

7+1
3

) e B(0,− 2
√

7−1
3

); la matrice hessiana è Hg(x, y) =
(

6x− 2 2y
2y 2(x + 1)

)
:

essendo Hg(P ) =
(
−8 4
4 0

)
, Hg(Q) =

(
−8 −4
−4 0

)
, Hg(A) =

(
4
√

7 0

0
4(
√

7+2)
3

)
e Hg(B) =

(
−4
√

7 0

0 − 4(
√

7−2)
3

)
,

il relativo criterio dice che P e Q sono punti di sella, A è di minimo locale e B di massimo locale.

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g su D (che esistono in base a Weierstrass) dividiamo D
nelle zone D0 dei suoi punti interni e D1 della sua circonferenza bordo. • Se massimo o minimo assoluti fossero
assunti in un punto di D0, tale punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g: come visto prima i soli
punti stazionari sono P , Q, A e B, e (dopo un’attenta verifica delle distanza dall’origine) l’unico punto che giace

in D0 è B(0,− 2
√

7−1
3

), che va dunque tenuto presente. • Sulla circonferenza D1, descritta come (2 cos θ, 2 sin θ)
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al variare di θ ∈ [−π, π], la funzione vale ϕ1(θ) := g(2 cos θ, 2 sin θ) = −(2 cos θ + 1)(4 cos θ + 3) con −π < θ < π.
Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di T1, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata
ϕ1(θ) = −(−2 sin θ(4 cos θ + 3)− 4 sin θ(2 cos θ + 1)) = 2 sin θ(8 cos θ + 5): ciò avviene quando sin θ = 0 (cioè per
θ = 0 e θ = π) o quando cos θ = − 5

8
(cioè per θ = ∓ arccos(− 5

8
)), che danno luogo ai punti C(−2, 0), D(2, 0),

E(− 5
4
,
√

39
4

) e F (− 5
4
,−
√

39
4

). • Gli estremi assoluti di g su D potranno dunque assunti solo nell’ambito dei cinque

punti B, C, D, E, F : poiché g(B) = 16
27

(7
√

7 − 17) ∼ 0,9, g(C) = −1, g(D) = −21 e g(E) = g(F ) = 1
8
∼ 0,1, si

può concludere che il massimo assoluto di g su D è 16
27

(7
√

7− 17) (assunto in B) e il minimo è −21 (in D).

(5) L’equazione differenziale y′′ + y = x2 − 4ex è del secondo ordine, lineare a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2 + 1 = 0 ha soluzioni t = ∓i, dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione omogenea associata
è y(x) = A cosx + B sinx al variare di A,B ∈ R. Una soluzione particolare per la completa con x2 avrà la
forma ỹ1(x) = ax2 + bx + c, e il calcolo dà (a, b, c) = (1, 0,−2); una soluzione particolare per la completa con
−4ex avrà la forma ỹ2(x) = cex, e il calcolo dà c = −2; dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione completa è
y(x) = A cosx+B sinx+x2−2−2ex al variare di A,B ∈ R. • L’equazione differenziale (x+2)y′+(x−1)y2 = 0 è
del primo ordine a variabili separabili. Dopo aver notato che la costante y ≡ 0 è soluzione, separando le variabili e
integrando si ottiene

∫
(− 1

y2
) dy =

∫
x−1
x+2

dx ovvero 1
y

= x−3 log |x+2|+k, ovvero y(x) = 1
x−3 log |x+2|+k al variare

di k ∈ R. • Imponendo che y(0) = −1 e y′(0) = 1
2

nella prima famiglia di soluzioni si ottiene (A,B) = (3, 5
2
), ovvero

l’unica soluzione y(x) = 3 cosx + 5
2

sinx + x2 − 2 − 2ex. Quanto alla seconda famiglia, chiedendo che y(0) = −1
si ottiene k = 3 log 2− 1; essendo poi in generale y′ = −x−1

x+2
y2, nel nostro caso si ricava y′(0) = − 0−1

0+2
y(0)2 = 1

2
e

dunque, anche se un po’ fortunosamente, la soluzione con k = 3 log 2− 1 (ovvero y(x) = 1
x−3 log | x

2
+1|−1

) soddisfa

ai requisiti richiesti.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g. Il

disco D (azzurro). Si notano anche i quattro punti stazionari (blu).
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STATISTICA (A-E) - Gobbi
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STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma
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